1 Folgen

1.1 Konvergenz

Die Folge (an)n>1 konvergiert gegen a fiir n — oo, falls gilt:
Ve > 03ng =no(e) ENVR>ng:|lan —al <e€
Wir schreiben dann:

a =

lim ay, oder an — a (n — o0)
n—o0

und nennen a den Grendwert/ Limes der Folge (an),>1. Ex-
istiert der Limes nicht, so heisst die Folge divergent. Zu bemerken
ist:

(an)n>1 konvergent = (an)n>1 beschrankt

1.2 Monotone Konvergenz

Sei die Folge (an)n>1 monoton wachsend und nach oben
beschrankt. Dann konvergiert (an)p>1 mit Grenzwert:

lim an =sup{an :n >1}
n—oo

Ist die Folge (an),>1 monoton fallend und nach unten beschrankt,
so konvergiert (an)n>1 mit Grenzwert:

lim ay, = inf{an, : n > 1}
n— oo

1.3 Cauchy Kriterium

Die Folge (an)n>1 ist genau dann konvergent, falls:

Ve > 03N > 1sodass |[an —am| <e Yn,m >N

1.4 Rechnen mit Limes

Seien die Folgen (an)n>1, (bn)n>1 konvergent mit limy, 00 an = a
und limy— o0 b, = b. Dann gilt:

(1) hmn—)oo(an + bn) = hmn—»oo an + lim7L~>oo bn
(i) limp—sco(an * bpn) = limp 00 an * limp— 00 bn

(iii) Falls zusatzlich by, # 0 Vn > 1 und b # 0 gegeben ist, so gilt:
limn—s 00 (an/bn) = a/b.

(iv) Falls es ein K > 1 gibt mit ap < by Vn > K, dann folgt
a<b.

1.5 Limes Superior/ Inferior

Sei eine Folge (an)p>1 beschrinkt. Wir konnen dann zwei mono-
tone Folgen (bn),>1 und (cn)p>1 definieren, welche dann einen
Grenzwert besitzen. Sei fiir jedes n > 1:

by, = inf{ay : k > n} und ¢, = sup{ay : k > n}
by < bn+1
Cn+1 S Cn,

Da also beide Folgen beschrankt sind und konvergieren, konnen
wir aufgrund von Monotoner Konvergenz folgern:

liminfa, := lim by,
n— o0 n—oo
limsupan := lim ¢,
n—oo n—o0

liminf a,, < limsup an
n=co n—oo

Es gilt auch, dass (an)n>1 genau dann konvergiert, falls (an)n>1
beschrankt ist und liminfy, oo an = limsup,,_, o an

1.6 Bolzano-Weierstrass

Jede beschrénkte Folge besitzt eine konvergente Teilfolge.

Wenn a, monoton wachsend und nach oben beschrankt ist, dann
konvergiert a, mit Grenzwert lim,— 00 an = sup{an : n > 1}.
Wenn a, monoton fallend und nach unten beschriankt ist, dann
konvergiert a, mit Grenzwert limy, o0 an = inf{a, : n > 1}.

1.7 Sandwichsatz fiir Folgen

Seien (an)p>1 und (bn)p>1 konvergente Folgen mit demselben
Limes o € R. Ist K € N und (¢n)n>1 eine Folge mit der Eigen-
schaft:

an <cp <bp Vn2>K

so konvergiert auch (cn)p>1 gegen a.

1.8 Limes Binom Trick

Gegeben die Summe zweier Wurzeln kénnte man wie folgt vorge-
hen (Bsp.):

(x+5)— (z—3)

(Vet5 - Ve =3) = lim (07—

T—r00

)

lim
Tr—r 00

1.9 Limes Substitution Trick
Hier ein Beispiel:
1
. 2 _ -
zhggox (1 cos(x))

Substitutiere nun u = %

sin(u) ~ lim cos(u) _1

u—0 2 2

1 —
li L5
u—0 w2 u—0 2u

1

1.10 Limes Taylor Trick

Mithilfe der Reihenentwicklung von e* und sin(x):

) el/n %
lim —1
n—oo 1 —nxsin(+

-1- _ %n_2+0(n_3) _3
) l-nnt-in34+0mn5)

n

1.11 Strategie - Konvergenz von Folgen

1. Bei Briichen: Grosste Potenz von n kiirzen. Alle Briiche der

Form 7% streichen, da diese nach 0 gehen.

2. Bei Wurzeln in Summe im Nenner: Multiplizieren des Nen-
ners und Zahlers mit der Differenz der Summe im Nenner.
(z.B. (a + b) mit (a — b) multiplizieren)

3. Bei rekursiven Folgen:
monotonen Konvergenz

Anwendung von Weierstrass zur

4. Einschliessungskriterium (Sandwich-Theorem) anwenden.
5. Mit bekannter Folge vergleichen.

6. Grenzwert durch einfaches Umformen ermitteln.

7. Limit per Definition der Konvergenz zeigen.

8. Anwendung des Cauchy-Kriteriums.

9. Suchen eines konvergenten Majorant.

10. Weinen und die Aufgabe iiberspringen.

1.12 Strategie - Divergenz von Folgen
1. Suchen einer divergenten Vergleichsfolge.
2. Alternierende Folgen: Zeige, dass Teilfolgen nicht gleich wer-

den, also limy,— 00 Apy (n) # limp 00 Apy (n) (mit z.B. ger-
ade/ungerade als Teilfolgen).

1.13 Induktive Folgen (Induktionstrick)

1. Zeige monoton wachsend / fallend
2. Zeige beschrankt

3. Nutze Satz von Weierstrass, d.h. Folge muss gegen Grenzw-
ert konvergieren

4. Verwende Induktionstrick:

Wenn die Folge konvergiert, hat jede Teilfolge den gleichen Gren-
zwert. Betrachte die Teilfolge I(n) = n + 1 fiir dy+1 = V3dn — 2:

d= lim dp = lim dpt1 = \/ lim 3d, —2=+/3d -2
n—o0o n—oo

n—oo

Forme um zu d?> = 3d — 2 — d € 1,2. Nun konnen wir d = 2
nehmen und die Beschranktheit mit d = 2 per Induktion zeigen.



1.14 Punktweise Konvergenz

Die Funktionenfolge (fn)n>o konvergiert punktweise gegen eine
Funktion f: D — R falls fiir alle z € D, f(z) = limp—oco fn(x)
gilt. Konkret:

VreD Ve>0 3Nz >1sodass

Vn 2N |fn(z) — f(z)] <e

1.15 Gleichmaissige Konvergenz

Die Funktionenfolge (fn)n>0 konvergiert gleichméssig in D gegen
eine Funktion f D — R falls fur alle € D, f(z) =
limp— o0 frn(x) gilt. Konkret:

Ve >0 dN¢ > 1 so dass

Yn>N Ve eD |fo(z)— f(z) <e

Weiter ist folgenes Kriterium aquivalent:

Ve >0 dN > 1 so dass
Vn,m>N VreD |fo(z)— fm(x)] <e€
Konvergiert eine Funktionenfolge (frn)p>1,fn : D C R = R

bestehend aus in D stetigen Funktionen gleichméssig gegen die
Funktion f: D — R, so ist f in D stetig.

: R = R, fa(z) =
punktweise Limes der Funktionsfolge f,?
ichméssig auf R?

vzl + n—ls Wie lautet der
Konvergiert f, gle-

Beispiel: fj,

Punktweise Konvergenz: Wir fixieren z € R und bilden

den Limes fiir n — oo

tim (o) = T \lel + = = Vil = f(2)

n— o0
Die Funktionenfolge konvergiert somit punktweise gegen den
punktweisen Grenzwert f(z) = /|z|

miissen zeigen, dass
Wir berechnen also

Gleichmissige Konvergenz: Wir

limy,— 00 sUpger|fn(x) — f(z)] = 0 gilt.
zuerst den Ausdruck sup,cr|fn(z) — f(2)]

1
2l + 5 — V/Ie]
n

Vel + 25 + /el
Vel + 25 + VIl

supzer!|fn(z) — f(z)| = supzer

1
= SupzeR < |x| 4+ 5 RV |J:|>

1

-3
= SUpPzecR —”1
V0l + 55 + V1=l

1
S : 3
Da |z| positiv ist, wird das Supremum von L

V0zl+ s /1]

bei

z = 0 angenommen. Es gilt somit

1
3

Vizl+ 25 + Vel

supzeR'fn(x) - f(CC)‘ = SUpPzeR

1
w3

3
| =

1
w3
Somit konvergiert die Funktionenfolge f,, auf R gleichméssig gegen

1.

1.16 Grenzwerte von Funktionen

Sei f: D - R, zg € R ein Haufungspunkt von D. Dann ist
A € R der Grenzwert von f(z) fiir x — 0, bezeichnet mit

lim f(z)=A

T—xQ
falls Ve > 0 36 > 0 so dass

Vz € DN (Jzo — 6,20 + S[\{zo}) : |f(z) — Al < ¢

1.17 Rechnen mit Limes Fiir Funktionen

Seien die Funktionen f, g : D — R konvergent mit limg 4, f(z) =
A und limg 4, g(x) = B. Sei weiter zp € R ein Haufungspunkt
von D. Dann gilt:

(i) hmx—mo (f + g)(r) = hmx—mo f(m) + hmx—mo g(a:)
(i)
(i)

limg 00 (f * 9)(x) = limg oy f(z) * limg 2, g(x)
Sei f,g: D — R mit f < g. Dann folgt:

lim f(z) < lim g(z)

T—x( — x—x0

falls beide Grenzwerte existieren.

Seien D,E C R und f : D — E eine Funktion. Wir nehmen

an, dass
yo := lim f(z)

T—xQ

existiert und yo € E. Falls g : E — R stetig in yo folgt:

lim g(f(z)) = g(vo)

r—xQ

1.18 Sandwichsatz fiir Funktionen
Falls g1 < f < g2 und

lim g1(z) = lim ga(x)

T—xQ T—xQ
dann existiert limgz 2, f(x) und

lim f(z)= lim g1(x)

r—xQ T—xQ
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1.19 Links- und Rechtsseitige Grenzwerte

Sei f D — R, zp € R. Wir nehmen an, dass zo ein
Haufungspunkt von D N Jzg,4oo[ ist. Falls der Grenzwert der
Eingeschriankten Funktionen f im Bereich D N [z, +oo[ fiir
T — o existiert, wird er mit limz_ma. f(x) bezeichnet und nennt

sich rechtsseitiger Grenzwert von f bei zg.

Der linksseitige Grenzwert ist analog definiert fiir den Bere-
ich D N ] — oo, xzo] fiir z — =g, falls er existiert. Es wird mit
limzﬁzg f(z) bezeichnet.

Besitzt die Funktion f(x) an der Stelle o den Grenzwert L, so
gilt:
lim f(z)=L

T—xTQ

lim
r—xo+

f@)= lim flz)=



2 Reihen

2.1 Konvergenz

Die Reihe > 32 | ay, ist konvergent, falls die Folge der Partialsum-
men (Sn)p>1 = D p_1 @k konvergiert. In diesem Fall definieren
wir:

oo

E ap := lim S,
n—oo

k=1

2.2 Monotone Konvergenz

Sei 77 aj eine Reihe mit ay > 0 Vk € N. Die Reihe kon-
vergiert genau dann, wenn die Folge der Parialsummen (Sn)p>1
nach oben beschrankt ist.

2.3 Cauchy Kriterium

Die Reihe Y72, ay, ist geau dann konvergent, falls:

m
D> an

k=n

Ve > 03JN > 1 mit <e Ym>n>N

2.4 Rechnen mit Konvergenten Reihen
Seien >-77 ; a und >_72, by konvergent, sowie o € C. Dann gilt:

(i) g2 (ak + bg) ist konvergent und Y 52, (ar + bx) =
2okz1 Gk + 22821 bk

(i) D52, a*ay ist konvergent und D72 | axap = a*xy po, ay

Konvergieren die Reihen ) 72 a; und Z]Oio b; absolut, so gilt
zusétzlich fiir das Cauchy Produkt:

(i) 32020 (i an—j * bj) = (3220 i) * (22520 bs)

2.5 Absolute Konvergenz

Eine Reihe Y72 ; aj, heisst absolut konvergent, falls > 72 ; |ag|
konvergiert. Weiter sind absolut konvergente Reihen auch
konvergent und es gilt:

oo
>
k=1

oo
<D Jaxl
k=1

2.6 Reihen Umordnung

Konvergiert > > ; an absolut, dann konvergiert auch jede Umord-
nung der Reihe a;, = ag(n) (Wobei ¢ bijektiv) und hat denselben
Grenzwert.

2.7 Potenzreihe

Die Potenzreihe 3"%2 , c2* konvergiert absolut fiir alle z € C mit
|z] < p (divergiert bei |z| > p), wobei

{+OO Fallslimsupy,_, o, &/|cx| =0
Py — i ¥
T supns oo Vlen] Falls lim supy,_, oo &/|ck| >0

Réander Priifen!

2.8 Nullfolgenkriterium

oo
nl;mm lan| # 0= Z ay, divergiert

n=0

2.9 Wurzelkriterium

oo
limsup Vlan| < 1= Z an, konvergiert absolut.
n— o0

n=1

oo oo
limsup V/|an| > 1= Z an und Z lan| divergieren.
n—eo n=1 n=1

2.10 Quotientenkriterium

Sei (an)pn>1 eine Folge mit an # 0

o0
. An+1 .
lim sup lan+ l <l= E an konvergiert absolut.
n— oo |an| n—1
|an 1) >
lim inf —2 >1= E an divergiert.
n— oo |an|

n=1

2.11 Vergleichssatz
Seien Y 32, ap und > 72 ; by Reihen mit:

0<ap<by, Vk>1

oo o0
Z by konvergent = Z ay konvergent
k=1 k=1

oo oo}
Z ay divergent = Z by, divergent
k=1 k=1

2.12 Integraltest

Sei f(x) eine stetige, positive und monoton fallende Funktion auf
[k,00) und f(n) = an:

fo’s) o0
/ f(x)dz konvergiert = Z an konvergiert
k

n=~k

[o’s) oo
/ f(z)dx divergiert = Z an divergiert
k

n==k
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2.13 Leibniz Kriterium

Sei (an)p>1 monoton fallend mit a, > 0
limp— 00 an, = 0. Dann konvergiert

Vn > 1 und

oo
S:=> " (-1)ktlay
k=1
und es gilt: a1 —a2 < S < ax
2.14 Gleichmissige Konvergenz

Die Reihe Y32, fi () konvergiert gleichmassig in D falls die durch

k=0

definierte Funktionenfolge gleichméssig konvergiert.
Gilt weiter, dass fn : D C R — R eine Folge stetiger Funktionen
ist und eine Folge C), existiert, so dass

|frn(z)] < Cn Yz €D

und dass Y o7 ,cn konvergiert, dann konvergiert die Reihe
>onlo fn(k) gleichméssig in D und deren Grenzwert

oo
F@) =2 falk)
n=0
ist eine in D stetige Funktion.

2.15 Strategie - Konvergenz von Reihen

1. Ist Reihe ein bekannter Typ? (Teleskopieren, Ge-

ometrische/Harmonische Reihe, Zetafunktion, ...)
2. Ist limp 00 ap = 07 Wenn nein, divergent.
3. Quotientenkriterium & Wurzelkriterium anwenden
4. Vergleichssatz anwenden, Vergleichsreihen suchen
5. Leibnizkriterium anwenden

6. Integral-Test anwenden (Reihe zu Integral)



3 Stetigkeit

3.1 Stetigkeit einer Funktion in einem Punk

Sei D C R, 29 € D. Die Funktion f : D — R ist in z¢ stetig,
falls es fiir jedes € > 0 ein 6 > 0 gibt, so dass fiir alle x € D gilt:

|z —zol <& = |f(z) — f(zo)| <€

Hier noch eine dquivalente Definition: Falls fiir jede Folge (an)n>1
mit limy, 00 an = xo folgendes gilt:

f(nlbmoo an) = f(-TO) = nli—>moo f(lln)

ist die Funktion f in zg stetig.

3.2 Stetigkeit einer Funktion

Die Funktion f : D — R ist stetig, falls sie in jedem Punkt x € D
stetig ist.

3.3 Gleichmassige Stetigkeit einer Funktion
Eine Funktion f: D — R ist in D gleichmaéssig stetig falls

Ve>030 >0Ve,yeD |z —y|<d=|f(z)— fly)| <e

wobei Funktionen f : [a, ] — R welche in einem kompakten In-
vervall stetig sind im selben Intervall glm. stetig sind.
Beispiel: Ist die Funktion gleichmaissig stetig?

f:[0,00) = R,z = Vx
Wir fixieren ein € > 0. Wir suchen 6 > 0, sodass fiir alle z,y € Q
mit |z — y| < § Folgendes gilt:

If(z) = fy)l <e

Die Schwierigkeit bei den Aufgaben, wo nach der gleichméssigen
Stetigkeit gefragt wird, ist es, ein ¢ zu finden, das unabhingig von
z,y ist. Wie kann man in solchen Situationen vorgehen? Man
vernucht, den Term f(z) — f(y) durch einen Ausdruck der Form
C|z — y| abzuschéitzen. In diesem spezifischen Fall, benutzen wir
folgende Abschétzung:

!
Wz — gl <=vz—y<e—|z—yl <=4

3.4 Rechnen mit Stetigkeit

Seizgp e DCR, A€ Rund f: D —- R, g: D — R beide in xg
stetig:

(i) Dann sind f + g, A* f, f * g stetig in xo

(ii) Falls g(zo) # 0 dann ist

g:Dm{meD:g(:voHéO}HR
. 1@
)

stetig in xg.

(iii)
(iv)

Polynomiale Funktionen sind auf ganz R stetig

Die Trigonometrischen Funktionen sin : R — R und cos :
R — R sind stetig

Die Exponentialfunktion e” ist auf ganz R stetig.

Seien P, @ polynomiale Funktionen auf R mit @ # 0. Seien

1, ,xm die Nullstellen von Q. Dann ist
P
— R\ {z1,-- ,zm} = R
Q
P
T — ()
Q)
stetig.

(vii) Seien D1,D2 C R zwei Teilmengen, f : D1 — D3 und
g : Do — R funktionen, sowie zg € D1. Falls f in 29 und g
in f(zo) stetig sind, so ist g(f(z)) : D1 — R in z¢ stetig
(viii) Sei D C R, zop € D und f, g : D — R stetig in 9. Dann
sind |f|, maz(f, g) und min(f, g) stetig in z¢.

3.5 Zwischenwertsatz

Sei I C R ein Intervall, f : I — R eine stetige funktion und
a,b € I. Fir jedes y zwischen f(a) und f(b) gibt es (mindestens)
ein ¢ zwischen a und b mit f(c) = y.

Es gibt folgende typischen Anwendungsszenarien:

(i) Sei f: [a,b] — R stetig. Falls f(a)=f(b) < 0, dann 3c €] a,b]
mit f(c) = 0 (also eine Nullstelle)

(ii) Sei P(z) = anz™ + -+ + ag ein Polynom mit an # 0 und n
ungerade. Dann besitzt P mindestens eine Nullstelle in R.

3.6 Min-Max Satz

Sei f: I =[a,b] — R stetig auf einem kompakten Intervall. Dann
gibt es u € [a,b] und v € [a, b] mit:

fw) < f(z) < f(v) V€ [a,b]

Insbesondere ist f beschrankt.

3.7 Satz der Umkehrabbildung

Sei I ein Intervall. Sei f : I — R stetig, streng monoton wachsend.
Dann ist das Bild von f(I) =: J ein Intervall und die Umkehrfunk-
tion f~1:J — T ist stetig, streng monoton wachsend.

(i) Sei » > 1. Dann ist f : [0,00[— [0,00[ als z — a™
streng monoton wachsend, stetig und surjektiv. Nach dem
Umkehrsatz existiert eine streng monoton wachsende stetige
Umkehrabbildung f~1 : [0, c0[— [0,00] als z — ¥/z
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3.8 Stetigkeit gesplitteter Funktionen

Sind alle abschnitte einer gesplitteten Funktion stetig, miissen wir
nur die Ubergangstellen priifen. Gilt an diesen Stellen xo

lim f(z) = lim f(z)= f(zo)

T—=Ty T—T

so ist die Funktion stetig.



4 Ableiten

4.1 Differenzierbarkeit

Sei f: D — R und z¢p € D ein Haufungspunkt. Die Funktion f
heisst in zg differenzierbar, falls der Grenzwert

f@) = f@o) _ . fl@o+h) = f(z0)

T — g h—0 h

lim
T—xTQ

existiert. In diesem fall wird der Grenzwert mit f’(zo) oder % (z0)

bezeichnet und heisst die Ableitung (oder das Differential) von f
an der Stelle zq.

4.2 Differenzierbarkeit & Stetigkeit

f differenzierbar in x¢ = f stetig in zg

Rechenregeln der Ableitung
@) (f +9)(zo) = f'(z0) + g’ (x0)
(i) (f *9)(z0) = f'(z0) * g(xo) + f(z0) * g'(x0)

(iii) (5)/(10) — .f’(ﬁo)*g(wo)—f(go)*gl(wo) fiir g(z0) # 0

(9(z0))
(iv) (go f) (wo) = g'(f(w0))  f'(w0)

4.4 Aussagen der Ableitung

1. f besitzt ein lokales Minimum in zg, wenn f’(zg) = 0 und
f"(x0) > 0 oder falls das Vorzeichen von f’ um zg von — zu
+ wechselt.

2. f besitzt ein lokales Maximum in zg, wenn f/(zo9) = 0 und
f"(z0) < 0 oder falls das Vorzeichen von f/ um zo von + zu
— wechselt.

3. f besitzt ein lokales Extremum in zo, wenn f’(z¢) = 0 und

f" (o) #0.

4. f besitzt einen Sattelpunkt in xo, wenn f’(z¢o) = 0 und
f"(zo) = 0.

5. f besitzt einen Wendepunkt in zg, wenn f”/(z¢) = 0.
6. f ist in zo konvex, wenn f”(z¢) > 0.

7. f ist in o konkav, wenn f’/(zg) < 0.

4.5 TUmkehrsatz

Sei f : D — E eine bijektive Funktion, g € D ein Haufungspunkt.
Wir nehmen an, dass f in xo differenzierbar ist und f’(zg) # 0.
Dann ist yo := f(zo) ein Hiufungspunkt von E und f~! in yo
differenzierbar. Es gilt:

1

—1y/ _
(7 ) = s

4.6 Satz von Rolle

Sei f : [a,b] — R stetig und in ]a,b| differenzierbar. Falls
f(a) = f(b), dann gibt es mindestens einen Punkt ¢ €] a,b[ mit
[ =o.

4.7 Mittelwertsatz

Sei f : [a,b] — R stetig und in | a, b[ differenzierbar. Dann gibt es
£ €la,b[ mit f(b) = f(a) = f(§) * (b —a)

4.8 1’Hopital

Seien f,g : ]a,b[— R differenzierbar mit ¢’(z) # 0 Vz €]a,b].
Falls

lim f(z) =0und lim g(z) =0
z—b— rz—b—
sowie
’
im £ _
z—b= g’ ()
existiert, dann folgt, dass
/
im 10 =y L@
z—=b— g(x)  a—=b— g'(x)

wobei der Satz auch gilt wenn
(i) falls b =400

(ii) falls z — a™t

(iii) falls A = +o0

(iv) falls lim f = limg = oo

4.9 Konvexitat

FlAz+ (1

Ay)

T Ar 4+ (1= Ay [T

(i) Die Summe zweier konvexer Funktionen ist konvex
(ii) f ist genau dann konvex, falls fiir alle zg < z < z1 in I

f(z) = fzo) _ f(z1) — f(2)
x — X0 - xr1 — X0
5

4.10 Hohere Ableitungen

Sei f: D — R differenzierbar.

(i) Fir n > 2 ist f n-mal differenzierbar in D falls f(*=1) in
D differenzierbar ist. Dann ist f(") := (f(»=1)’ und nennt
sich die n-te Ableitung von f. Wobei zu beachten ist, dass:
n-mal differenzierbar = (n — 1)-mal stetig differenzierbar.

(ii) Die Funktion f ist n-mal stetig Differenzierbar, falls sie
n-mal differenzierbar ist und f(") stetig ist. Wir definieren
weiter die Menge

C"(D) ={f:D — R | f n-mal stetig diff’bar}

(iii)

Die Funktion f ist in D glatt falls sie Vn > 1 n-mal differen-
zierbar ist.

C>*(D)={f:D — R| f glatt}

4.11 Rechenregeln héherer Ableitungen

Seien f,g: D — R n-mal differenzierbar:

(i) (f+9) ™ = f) 4 g

(i) (f*9)™ =3k o £ 4 gln—h)

(iii) g ist n-mal differenzierbar falls g(z) #0 V€ D

(iv) (g o f) ist n-mal differenzierbar

(v) €%, sin(z) und cos(z) sind glatte Funktionen

(vi) Alle Polynome sind glatte Funktion



4.12 Taylor Approximation

Sei f:[a,b] — R stetig und in ] a,b[ (n + 1)-mal differenzierbar.
Fiir jedes a < x < b gibt es £ €] a, z [ mit:

ne(k) (g (n+1)
fw) = 32 S0 Fr D (E)
k=0

k! mr @ a)™ !

*(x—a)k—‘r

AN (3]
(n+41)!
zur Fehlerabschatzung innerhalb eines Bereichs von a verwendet.
Als Beispiel betrachte man p(z) = 23 + z + 1 an der Stelle a = 1.

Hier ist die Taylor Approximation

Man bemerke: der letzte Term * (. — @)™ wird meist

T3:3+4(z—1)+%(w—1)2+%($—1)3:p(ac)

und der Fehler fiir £ €]0,2]

F9© _
@ w(z—1)* < m*(l)“ =0

Ein weiteres Beispiel: Approximiere /9.2 mit einen Taylor Poly-
nom zweiten Grades.

f@) =vz

fl(x) _ % *m70.5

|Fehler| <

5

1
f"(:):) _ 71 *xfl.o

5

3
f”l(l') _ g *mfz.o

Tof(z) = f(wo) + f'(x0) * (x — z0) + " (w0) * (x — x0)*
1" (€)

3!
=20=90,6=9

R= * (x — x0) filr € € (9,9.2)

4.13 Spezielle Punkte bestimmen

Sein>0,a<zo<bund f:[a,b] = Rin]a,b[ (n+1)-mal stetig
differenzierbar. Annahme: f’(zo) = f"(z0) =--- = f(™(20) =0

(i) Falls n gerade ist und zo eine lokale Extremalstelle, folgt
FtD () =0

(if) Falls n ungerade ist und f("*1)(zg) > 0 so ist zg eine strikte
lokale Minimalstelle

(iii) Falls n ungerade ist und f("+1)(zg) < 0 so ist zg eine strikte
lokale Maximalstelle

Ist x9 jedoch keine Extremalstelle ((i) von oben nicht erfiillt)
bleiben zwei Optionen:

(i) f'(zo) = 0Azo keine Extremalstelle = xq ist ein Sattelpunkt

(i1) f"”(zo) = 0 A zo keine Extremalstelle = zo ist ein Wen-
depunkt

4.14 Integrale Ableiten

Hier ein Beispiel fiir die Ableitung eines Integrals:
flz)= 7/ et dt
2
h(z) = et
= f(z) = —H(z%) + H(2)

= f(z) = —h(z?)2z = _e=tog




5 Integrieren

e Grundséatzlich gilt: Polynome ableiten (g(z)), wo das Inte-
gral periodisch ist (sin, cos, e®,...) integrieren (f’(z))

e Teils ist es notig, mit 1 zu multiplizieren, um partielle Inte-
gration anwenden zu kénnen (z.B. im Fall von [log(z) dz)

e Muss eventuell mehrmals angewendet werden

e ¢/(x) muss sich irgendwie herauskiirzen, sonst nutzlos.

Grenzen substituieren nicht vergessen.

Alternativ kann auch das unbestimmte Integral berechnet
werden und dann u wieder durch x substituiert werden.

5.1 Partition

Eine Zerlegung eines Intervalls I = [a,b]. Ist eine endliche Teil-
menge P ={a =zo, 1, -+, Tn = b} C I wobei z0 < 21 < -+ <
zn und {a, b} C P

Man bemerke: eine Partition P’ ist eine verfeinerung von P falls
PcCP

5.2 Feinheit einer Partition

Die Feinheit der Partition ist definiert durch 6(P) :=
maxi<i<n 0; = Max1<i<n(Ti — Ti—1)

5.3 Riehmannsche Summe
Sei &; € I; zwischen Punkten. Jede Summe der Form

n

i=1

@i —wi1) =) f(&)* b
i=1

nennt man eine Riehmannsche Summe der Partition P und den
Zwischenpunkten & = {&1, -+, &n}

5.4 Unter-/ Obersumme

Wir definieren die Untersumme

n

s(f,P)i=3_(jnf f(@))*d;

1=

und die Obersumme

n

S(f,P):=> (sup f(x)) %5

ie1 x€l;
5.5 Eigenschaften der Unter-/ Obersumme
Sei f : [a, b] = R eine beschriankte Funktion, sowie P, Q € P(I).
() PCQ=s(f,P)<s(f,Q) <S5(f,Q) <S5(f,P)

(ii) suppep(ry s(f: P) <infgepr) S(f, Q)

5.6 (Riehmann) Integrierbar
Sei f : [a,b] =& R beschrankt. Wir definieren zuerst s(f) :=
suppep(r) $(f; P) sowie analog S(f) := infpep(r) S(f, P).
Gilt
s(f) =5(f)

so ist die f Riehmann-Integrierbar und wird mit f; f(z)dz beze-
ichnet.
Weiter sind folgende Aussagen dquivalent:

(i) f:[a, b] — R ist integrierbar mit A := f: f(x)dx
(ii) Ve >0 3P € P(I) mit S(f,P) —s(f,P) <e

(iii) Ye > 0 3§ > 0 so dass fiir jede Partition P € P(I) mit
6(P) < 6 und &1, -+ ,&n Zwischenpunkten zy_ 1 < & < xj :
|A—S(f,P,&)| <e

(iv) Der Grenzwert limspy_,o S(f, P,§) = ff f(z)dx existiert

5.7 Integrierbarkeit schnell zeigen

Es gilt weiter fir f,g : [a, ] = R beschriankt, integrierbar und
AeR:

(i) f stetig = f Integrierbar
(ii) f ist monoton = f ist integrierbar

(iii) f4+g, Axf, f*=g, |f], maz(f,g), min(f,g) sind integrierbar

sowie auch g falls [g(z)| > 8 >0 Vz € [a, b

(iv) Jedes Polynom auf [a, b] ist integrierbar, auch ggg falls Q(x)
keine Nullstelle besitzt.

5.8 Majoranten Kriterium
(i) Falls |f(z)] < g(x) Vz > a und g(z) auf [a, oo integrierbar

ist, so ist f auf [a, co[ integrierbar.

(ii) Falls 0 < g(x) < f(z) und [ g(z)dx divergiert, so divergiert
auch [ f(x)dx
(iii) Sei f : [1,00[— [0, 00] monoton fallend. Dann konvergiert

>_pe f(k) genau dann, wenn [ f(z)dz konvergent und in
diesem Fall gilt: 0 < >3, f(k) — [7° f(z)dz < f(1)

5.9 Rechenregeln fiir Integrale

Es gelten folgene Rechenregeln:

i) f(ff(x)dz + [y fe)de = [7f(z)de fir a < b < ¢ mit
f :la, ¢ = R und auf [a, b] sowie [b, ] integrierbar

(ii) f:(a*fl (2)+B* fa(z))dx = a*ff f1 (:p)dx+5*f: fa(z)dz fiir
f1, fo : I C R — R beschriankt Integrierbar mit endpunkten
a,b sowie o, 8 € R

5.10 Abschitzungen von Integralen
Es gibt folgende Absatzungen:
(i) Seien f,g : [a, b] — R beschriankt und integrierbar und
f(z) <g(xz) Vzx € [a, b]. Dann folgt f: f(z)dz < f: g(x)dz

(ii) Falls f [a, b — R beschrankt und integrierbar folgt
b b
| [, f@)dz| < [ f(x)|dx

(i) | f° F@)g(@)de] < \/[2 £2(@) * /[0 (@)

5.11 Mittelwertsatz der Integralrechnung

Seien f, g : [a, b] — R wobei f stetig und g beschrinkt integrierbar
mit g(z) >0 Vz € [a, b] ist. Dann gibt es ¢ € [a, b] mit

/a (@) » g(@)da = 1(c) / ’ g(a)da

und falls g = 1 erhalten wir
b
[ t@de = 10+ - )

5.12 Stammfunktion

Sei a < b, f: [a, b — R stetig. Eine Funktion F : [a, )] - R
heisst Stammfunktion von f falls F' stetig differenzierbar in [a, b]
ist und F’ = f in [a, b] gilt.

5.13 Fundamentalsatz der Analysis

Sei f : [a, b] — R stetig. Dann gibt es eine Stammfunktion F' von
f, die bis auf eine additive Konstante eindeutig bestimmt ist und
es gilt:

b
/ f(@)dz = F(b) - f(a)

5.14 Partielle Integration

Seien a < breele Zahlen und f, g :
Dann gilt:

[a, b] — R stetig differenzierbar.

b b b
[ 1@+ g @ = 1@ 9@, - [ 1@ xglarde
beziehungsweise fiir unbestimmte Integrale

/ (@) * g (@)de = f(z) * g() — / F(x) * g(a)dz

e Polynome ableiten, wiederholende Fuktionen

(sin(x), cos(z), e*) integrieren

e manchmal mit 1 multiplizieren



5.15 Methode der Substitution

Die Methode der Substitution ist die Umkehrung der Kettenregel.
Sei a < b, ¢ : [a,b] — R stetig differenzierbar und I C R ein
Intervall mit ¢([a, b]) C I und f : I — R eine stetige Funktion.
Dann ist

wobei fiir unbestimmte Integrale gilt:

[ s«

Hier ein Beispiel:

#it+c = [ 1)

ac
T=¢(t)

d
—U:Qx,dx:—

/2z * cos(x?)de = u = 2,
dx 2z

= /2:p * cos(u) * ;Lu = /cos(u)du = sin(z?) + C
x

5.16 Integration konvergenter Reihen
Sei fr :

[a, b — R eine Folge von beschrankten integrierbaren

Funktionen die gleichméssig gegen eine Funktion f : [a, )] =& R
konvergiert. Dann ist f beschrankt, integrierbar und
b b b
lim / fn(z)da::/ lim fn(x)dxz/ f(z)dz
n— oo a a n—oo a

Es gilt weiter: Sei fn : [a, ] = R eine Folge beschriankter und
integrierbarer Funktionen so dass > o  fn auf [a, b] gleichméssig
konvergiert. Dann gilt

b b oo
> [ e =[5 patwri

Es gilt weiter: Sei f(z) := 3 cxz® eine Potenzreihe mit positiven
Konvergenzradius p > 0. Dann ist fir jedes 0 < r < p f auf [—r, 7]
integrierbar und es gilt Vz €] — p, p[

/fdt

Uneigentliche Integrale

k+1

k—i—l

5.17

Sei f : [a, co[— R beschrankt und integrierbar auf [a, b] fir alle
b > a. Wir definieren

bgn;o /ab f(x)dx = /aoo f(x)dx

falls existent und sagen dass f auf [a, co[ integrierbar ist.

Analog: Sei f eine Funktion auf jedem Intervall [a + €, b] Ve >0
beschrankt und integrierbar. f :]a, ] — R ist integrierbar falls
der Folgende Grenzwert existiert, welchen wir als

b
lim
e—0+

b
f(x)dx ::/ f(x)dx

a-+te

definieren. (Gilt auch symmetrisch fir [a, b — €]
wir anmerken, dass

/_O:o f(z)dz = /_coo f(z)dx + /:o f(z)dz

Ve > 0) Wobei

5.18 Partialbruchzerlegung

Seien P, @ Polynome mit grad(P) < grad(Q) und Q mit der Pro-

duktzerlegung Q(z) = HJ 1 ((# = o) +,82)m] I1= 1( — )"
Dann gibt es A;j, B;j, C;; reelle Zahlen mit

D) _g~gh_(yt By)
Q(z) ;;((w a;)? + p2)’ ;;(z—%

Bei einer Partialbruchzerlegung geht man folgendermassen vor:
P(z)

(i) Sei R(z) = o)
nomdivision an.

(i) @ Qx) = II'sy (@ — ay)? +
/3]2_)7"]' le(cc — ;)™ zerlegen. Das sind die Komplexen
und reelen Nullstellen mit ihrer vielfachheit.

Falls grad(P) > grad(Q) wenden wir Poly-

lasst sich nun als

(iii) Wir bilden nun die ”héssliche” Summe von oben

(iv) Wir bestimmen mithilfe von Koeffizientenvergleich (Nenner—
polynom Multiplizieren) die unbekannten A;;, B;j, C;;

Hier ein einfaches Beispiel:

el _ sefl A B
242-2 (z—1)(x+2) T+ 2
= Lése bz +1=A(x+2)+ Bz —1)

= Setze x = —2, 1

z—1

Mit mehreren Linearen Faktoren:

—2z? 8 A B C
~2’+at8 A B C
z(xz — 2)? z x—2 (z—2)2

= Lése — 222+ 2+8=A(z—2)? + Ba(z —2) + Cx
Ohne reelle Nullstellen:

2-3z+3 A Bz +C
(x—1)(z2+1) x2+1
= Lése 222 -3z +3=A@?+1)+ (Bz+C)(z — 1)

= Setze x =0, 1, 2

z—1

5.19

Das Unbestimmte Integral ist die Menge aller Stammfunktionen
und sozusagen fast alles von oben gilt. +C ist sehr wichtig.

Unbestimmte Integral




6 Sonstiges

6.1 Rewrite Function
h(z) = mazf(z),g(x) = 5(f(z) + g(z)) + 5|f(z) — g(z)]|

6.2 Stirling Formula

n!l~V2mn(2)", n — oo

6.3 Proof of ”Null-Reihe”

Eine Reihe konvergiert, wenn die Folge ihrer Partialsumme (s,)n €
N mit: s, = > 7, a; konvergiert, das heisst, es existiert ein
Granzwert s, sodass limy—soc Sp, = s Durch Umstellung der Reihe
und mit den Rechenregeln fiir Grenzwerte gild dann limy, o an, =
limp—o00(Sn — Sn—1 = limp—00 $p — limp 300 Sp—1 =5 —s=0

6.4 Injektiv/ Surjektiv

Injektiv: Va,b € X, f(a) = f(b) =>a=10

f ist injektiv Beweis: wenn Ableitung > 0: dann streng monton
wachsend auf ganz R und somit injektiv

Surjektiv: Vy € Y, 3z € X, f(z) = y [ ist surjektiv Beweis:
anhand von Zwischenwertsatz beweisen

6.5 Suprenum

Sei A C R, A # () und A nach oben beschrankt. Dann gibt es eine
kleinste obere Schranke von A. Es gibt also ein ¢ € R so dass:

1. Vae A a<c

2. FallsVae A a<zistc<z

Man bezeichnet ¢ := sup A

6.6 Infimum

Analog zum Suprenum die grosste untere Schranke.

6.7 Dreiecksungleichung
Vo,y €R:|z| — [yl < |z £ y| < |af + |yl

6.8 Bernoulli Ungleichung
VceER>—-1lundneN:(1+z)">1+nx

6.9 Exponentialfunktion

z
cop(z) = lim (1+ )"

Die reelle Exponentialfunktion exp : R —]0, oo[ ist streng mono-
ton wachsend, stetig und surjektiv.
Es gelten weiter folgende Rechenregeln:

(i) exp(z +y) = exp(z) * exp(y)

(i)
(iii)
(iv)

V)
(vi)
(vii)

% := exp(a * In(z))

=1 vz eR

exp(iz) = cos(z) +i* sin(z) Vze C
exp(i* 5) =1

exp(ir) = —1 und exp(27i) =1

Fir a > 0 ist |0, +00[—]0, +oo[ als * — 2 eine streng mono-
ton wachsende stetige Bijektion

Merke: e® entspricht exp(x).

6.10 Natiirliche Logaritmus

Der natiirliche Logaritmus wir als in :]0, co[— R bezeichnet und
ist eine streng monoton wachsende stetige funktion. Es gilt auch,
dass

(i) In(1)=0
(i) In(e) =1
(iii) In(a *b) = in(a) + In(b)
(iv) In(a/b) = In(a) — In(b)
(v) In(z®*) = a xIn(z)
(vi) 2% * 2t = got?
(Vii) (xa)b = gaxb

(vill) In(1+2) =¥, C " Nan (L1 <p <)

6.11 Faktorisierungs Lemma
a —p" = (a _ b)(a"71 + ban72 NI bn72a + bnfl)

6.12 Sinus Abschitzung
Es gilt |sin(z)| < |z| mit folgendem Beweis:

f(z) =z —sin(z),z >0
f(x) =1—cos(z) >0

Weil f(0) =0, f(z) > 0 fiir z > 0. Dann |sin(z)| < |z| einfach.

6.13 Polynomiale Funktion
Eine Polynomiale Funktion P : R — R ist eine Funktion der

Form P(z) = anz™+an_12" "1+ - -+ao wobei ag,a1,--- ,an € R.
Falls a,, # 0, ist n der Grad von P.
6.14 Kompaktes Intervall
ElIn Intervall C R ist kompakt, wenn es von der Form I = [a, b],

a < b ist.

6.15 Funktionenfolge

Eine Funktionenfolge ist eine Abbildung:

f:N=>RP={f:D—-R}
n— fn

wobei fn, : D — R eine Funktion ist. Fiir jedes € D erhilt man
eine Folge (fn(x))n>1 reeller Zahlen.

6.16 Trigonometrische Funktionen

oo}

xn
exp(z) = — r = 00
n!
n=0
e 22n+1
sin(z) = Z(,l)ni r=o0
(2n + 1)!
n=0
0 2n
cos(z) = Z(fl)n ' r=o00
= (2n)!
(oo} xk
In(z 4+ 1) = 2(71)’““? r=1
k=1
- T,z .'!13 .7}4 5
< *l+w+?+3—!+z+o(w)
3 5
sinm:If% é—!+0($7)
. x>z .
sinh(z) =2+ — + — + O(z")
31 Bl
:L'Q ‘,"_4 IL'S s
cos(z) =1 — 5 + Z5 — = + O()
I! J_/l .TH N
COSh(mJ:1+?+Z+E+O(m)
z3 25 7
tan(e) =z + — + o=+ O@)
mﬁ 215 .
tanh(z) =2 — — + — 4 O(=
anh(r) = o =~ 55 O
2 3 A
log(1+2) =o — o+ o = 2 + 0(")
ala—1) , ala—1)(a—2) .
(1 +2)" =14 az+ (2I ) 2 ol 3’)'( ) 4 o)

2 3
@ @ x 1
Vitz=14+—-—- —+ — —0(z
e +2 8+lﬁ =)

2n



1.0n
— arcsin
0.75mp| — arccos
— arctan
0.51
/—_—
0.251 —
0.0m
-0.25n
—0.5n
-3 -2 -1 0 1 2 3
5
4 — sinh
— cosh
3
tanh
2
1
o )
1t
-2
-3 /
-4
- -3 -2 -1 0 1 2 3 4

(i) cos(z) = cos(—=z)
(ii) sin(—z) = —sin(z)

(iii) cos?(z) +sin?(z) =1 Vz € C

6.17 Haufungspunkt

zo € R ist ein Haufungspunkt der Menge D, falls V6 >
0 (Jzo —&,z0 +6[\{zo}) ND #£ 0

6.18 Lokales Extremum

Eine Funktion f besitzt ein lokales Extremum in zo falls es en-
tweder ein lokales Minimum oder lokales Maximum von f ist.

6.19 Lokales Minimum

Die Funktion f besitzt ein lokales Minimum in xq falls es 6 > 0
gibt mit:

f(z) > f(z0) Yz €]xo — 3,20 +5[ND

6.20 Lokales Maximum

Die Funktion f besitzt ein lokales Maximum in zg falls es 6 > 0
gibt mit:

f(z) < f(zo) Va €lzo — 8,20 +8[ND

6.21 Kritische Stelle

Eine kritische Stelle einer Funktion ist ein z¢ an der f’(zg) null
oder undefiniert ist. Kurze Notiz am Rande, ein stationérer Punkt
ist:

z € Rmit f/(z) =0

6.22 Hyperbol Funktionen

(i) cosh(z) := em+2eiz R — [1,00]
(ii) sinh(z) := 61_2‘37z R—R
(i) tanh(z) = &= R — [-1, 1]

eTte®

und es gilt cosh?(x) — sinh?(z) = 1

6.23 Funktionen Verkniipfung
z = (go f)(=) :=g(f(z))

7 Trigonometrie

7.1 Regeln
7.1.1 Periodizitat

e sin(a + 27) =sin(a) cos(a + 27) = cos(a)

e tan(a + 7) = tan(a) cot(a + 7) = cot(a)

7.1.2 Paritat

e sin(—a) = —sin(a) cos(—a) = cos(a)

e tan(—a) = —tan(a) cot(—a) = —cot(w)
7.1.3 Erginzung

e sin(m — ) =sin(a) cos(m — a) = — cos(a)

e tan(m — a) = —tan(a) cot(m — a) = — cot(a)

7.1.4 Komplemente
e sin(m/2 — a) = cos(a) cos(w/2 — a) = sin(a)

e tan(w/2 — a) = —tan(a) cot(w/2 — a) = — cot(a)

7.1.5 Doppelwinkel

e sin(2a) = 2sin(«) cos(a)
e cos(2a) = cos?(a) — sin?(a) = 1 — 2sin?(a)

2 tan(a)

e tan(2a) = Ttan?(a)

10

7.1.6 Addition
e sin(a + ) = sin(a) cos(B) + cos(a) sin(B)
e cos(a + B) = cos(a) cos(B) — sin(a) sin(B)

o tan(a+ 8) = (2N

7.1.7 Subtraktion
e sin(a — 3) = sin(a) cos(B) — cos(a) sin(B)
— B) = cos(a) cos(B) + sin(a) sin(B)

tan(a)—tan(B)
1+tan(a) tan(B)

e cos(a

e tan(a — ) =

7.1.8 Multiplikation
e sin(a)sin(B) = 7%

e cos(a)cos(B) = %zcos(a*ﬁ)

¢ sin(a) cos(B) = w

7.1.9 Potenzen
e sin(a) = %(1 — cos(2ar))
e cos?(a) = %(1 + cos(2a))

1—cos(2a)
1+cos(2c)

e tan?(a) =
7.1.10 Diverse
e sin?(a) + cos?(a) = 1

e cosh?(a) —sinh?(a) =1

e sin(z) = # und cos(z) = #
e tan(z) = :;;Ez; Vz g {5 +nk}
e cot(z) = Z?j((z))

e arcsin(z) = sin(x) cos(z)

e cos(arccos(z)) =z

1

e sin(arccos(z)) = ——
—x

T

V241
1

e sin(arctan(z)) =

e cos(arctan(z)) =

Va2+1
tan(x)
\/1+tan(z)?

1

V/1+tan(z)?2

e sin(x) =

e cos(z) =



8 Exercises
8.1 Multiple Choice
e The composition of continuous functions is continuous

e Falls g(z) = f(z)? differenzierbar ist, dann ist f nicht unbe-
dingt differenzierbar

e cos(z) gerade, sin(z) ungerade — hilfreich wenn Integral von
fi’y. Bei ungeraden kiirzt sich es weg, bei geraden kann man

2Jy

e Stetigkeitspunkte: Zuerst Schnittpunkte finden, dann zeigen,
dass Punkt zg stetig ist

e f,g:[0,1] — [0,1].

Falls f, g injektiv, dann f o g injektiv
— Falls f, g surjektiv, f o g nicht unbedingt surjektiv
— fog#gof

e f,g Funktionen

— f o g stetig f, g nicht unbedingt stetig
— Nicht fir jede Folge mit Grenzwert =z gilt
limp oo f(zn) = f(z)

o 1T — o log(z)
o falls ">, an konvergiert, ¢,)(—1)"a, konvergiert gegen 0

e f : [0,1] — R stetig, integrierbare Funktion, an, =
fol f(x?)dz, Falls f monoton wachsend ist, so ist aj nicht
unbedingt monoton wachsend.

e f; Folge von dfferenzierbaren Funktionen auf [0, 1]. Sei f eine
Funktion auf [0, 1] definiert. fj, konvergiert gleichmaéssig zu
f fiir kK — oco. f ist beschrankt
— fr sind alle differenzierbar und daher stetig
— f ist auch stetig, weil fi zu f gleichméssig konvergiert

— beschrankt, weil es stetig auf kompakten Intervall
definierte Funktion ist

— Nicht stetige Funktionen, auch wenn sie nur auf [0, 1]
definiert sind, kénnen unbeschrankt sein

o f: R — R beliebig oft stetig differenzierbare Funktion

— f hat Taylorreihe bei zg = 0

— Der Konvergenzradius der Taylorreihe ist > 0 aber nicht
notwendigerweise > 0

— Wenn f durch eine Potenzreihe gegeben ist, so ist dieser
gleich der Taylorreihe

— dort, wo die Taylorreihe konvertiert, stellt sie nicht
unbedingt die Funktion dar

e Sei > 77, ay, eine Reihe

— Falls Ve > 03N > 1 so dass ZZI}IOO lag| < e¥n > N
dann ist die Reihe > 72 | nicht unbedingt konvergent

ISR |
(Gegenbeispiel: )

— Falls 372 ; konvergiert, so folgt Ve > 03N > 1 so dass

ZI&LOO lag| < eVn > N

e Sei f: R — [0,00][ so dass limg—0f(x) #0
— es exisitiert eine Folge (25) mit limn—oco®n = 0 und
ein € so dass |f(zn)| > €,nIN

— For alle z3R gilt f(z) >0

— Ve > 0,36 > 0 sodass 0 < |z| < § — f(x) > ¢ STIMMT
NICHT

— Fiir jede Folge (zn) mit limpscoxn = 0 gilt
limn— oo f(xn) # 0 STIMMT NICHT

e Seien f: X — Y,g:Y — Z Funktionen, so dass go f : X —
Z eine Bijektion ist: f ist injektiv, g ist surjektiv

e differenzierbar — stetig — integrierbar

e Seia,b€ Rmit a < bund f: [a,b] = R eine Funktion. Sei
fn :la,b] = R,n > 1 So dass die Funktionenfolge (fn)n>1
auf [a, b] gleichméissig gegen f konvergiert

— Sei zg €]a, b[ Falls f,, fiir alle n > linxg differenzierbar
ist, so ist f nicht unbedingt diferenzierbar. (Im Allge-
meinen braucht die Grenzfunktion nicht einmal differen-
zierbar zu sein, und wenn sie es ist, muss ihre Ableitung
keineswegs geich dem Grenzwert der Ableitung der
Folge sein.

e f:]0,1] — [0, 1] stetig und nicht konstant

— Das Bild f([0,1]) C [0,1] ist ein abgeschossenes In-
tervall. D.h. es gibt a,b € [0,1] mit a < b, so dass
f([0,1]) = [a, b]

o f:R — R stetig bei 9 = 0, mit f(zo) >0

— Es existiert €,§ > 0 so dass f(z) > € fiir alle z € (—4,9)
gilt

e a <b,g: R — R beschrankt und f : [a,b] — R beschrankt
mit f(a) < f(b)

— Falls f stetig ist, gibt es zo € |[a,b], so dass
f: zf(z)dxr = L;O) (b2 — a?)

e Sei f eine ungerade Funktion dann ist f@(O) = 0 fiir 7 gerade

® Sei ¢ eine Abbildung einer Reihe >772 ; af und by, = gy
11

— Wenn die Reihe absolut konvergiert und ¢ injektiv ist,
dann ist die Reihe mit b, auch konvergent (Wenn nicht
absolut konvergent, dann kann man jeden moglichen
Wert bekommen, Surjektiv funktioniert nicht, An-
nahme ap, = n%)

Ex. Sei f:[0,In(2)] = R eine stetige Funktion. Zeigen Sie, dass es
In T .

1 €0, n2)], f(n) = = f"® =" e” f(2)dw gibt.

Nach dem Min-Max Satz hat f ein Maximum b und ein Minimum a, so

dass f[0,1In(2)] — [f(a), f(b)]. Daher gilt:

f(a) f(;"(?) e’ evdr < fol"(r‘)) " e” f(z)dz < F(b) j;"@) e?” e®dz. Nun

rechnen wir ﬁi"u) e e¥dx = ® — e aus. Wenn wir den

Zwischenwertsatz anwenden, erhalten wir somit es existiert ein

1 € [0,In(2)], 50 dass f(a) < f(1) = —— [o"P " e? f(x)dz < F(D).

Ex. Sei f, :[0,1] > R,z — (727"21—1)7 Zeige, dass

f(z) =lim, o fn(z). Konvergiert die Funktion gleichméssig?
Gilt limy, o0 [ fn(z)dz = [ f(z)da?

Es gilt lim,, o0 fn(z) =0 = f(x). Die Konvergenz ist nicht
gleichmiissig, da supg<, <y [fn ()| > 1.,Vn € N. Weiter gilt

limy, 00 jol fn(z)de = fol f(z)dz = 0, denn

Jo fn(@)de = — 55 b 1o = 0.

Ex. Sei f differenzierbare mit f(zo) # 0 fiir mindestens ein
zo € R. Weiter gilt f(z +y) = f(z)f(y). Zeige f(0) = 1.

Sei b := f(xo), so dass b # 0. Dann gilt

b(0) = f(w0) F(0) = f(wo +0) = f(zo) = b, also ist

F0) = O =2 =,

Ex. Sei f(z) = zsin(2) mit f(0) = 0. Zeige, dass f in 0 nicht
differenzierbar ist.

Es reicht eine Folge (y,) zu finden, die gegen 0 strebt sodass w
nicht konvergiert. Dafiir wiihlen wir y, = 2. Bs gilt £n)=S0) — 47,
Da y, — 0, haben wir gezeigt, dass f nicht differenzierbar ist.

Ex. Berechne fiir alle m € N* den Wert des Integrals 12/
foﬂ/2 cos™ (z)dx.
Fur m = 1 und m = 2 haben wir:
fﬂw/z cos(z)dr =1, fﬂw/z cos?(z)dx = T. Fir m > 3 gilt:

0"/2 cos™ (z)dx = (m + 1) fuﬁ“ cos(" =2 (z) sin?(z)dx = (m +

1)([5(/2 cos(™ =) (z)dx — J ;/2 cos™ (z)dz) = L’;l . 0"/2 cos™ =2 (z)da.
Ex. Zeige, dass fiir jedes ¢ € R die Funktion exp(—t?) auf | — oo, ¢|
nach t integrierbar ist.
Es geniigt zu zeigen, dass exp(—t?) auf | — oo, —1] integrierbar ist, da die
Funktion auf ] — 1, ¢] fiir all ¢ > —1 integrierbar ist. Um dies zu zeigen
verwenden wir folgende obere Schranke der Funktion: exp(—t2) < exp(t).
Somit ist
f:; exp(t)dt = limg— — oo f(;l exp(t)dt = lim,,H,x(e’1 —e) = e L.

Ex. Zeige, dass lim, o [[}_, (1 + ‘T_'f) fiir jedes t existiert.

‘Wir nehmen N € N, % < 1. Da

T (1 + ]%2) =TIN (1 + ‘fj) IMicn g (T k%) gilt, reich es wenn wir
zeigen, dass

limy oo [Thon g1 (14 ,%z) =limp o0 [T, (14 m) = ap existiert.
Falls t > 0 ist die Folge (a,) steigend, sonst ist sie fallend. Weiter ist sie
monoton, deswegen existiert ein Grenzwert, wenn sie beschriankt ist. Es

n L H(CRZ 2)
folgt 0 < an, < [[p_i(ek?) <e =1 k27 < co. Weshalb der
Grenzwert existiert.



9 Tabellen

9.1 Grenzwerte

n . _ n(ntl) no 2 _ n(nd1)(2nt1)
iy i= 2 i i = G
P n?2(n+1)? © 1 _ =2
=1t = g i=1 72 — 6
o i 1—zitl
22 w(n+1) =1 Y2 =

Die Geometrische Reihe: S7_ ¢" = 11q—q konvergiert wenn

lq| < 1. Dies gilt auch bei n — oo.

Die Harmonische Reihe: Die Harmonische Reihe
divergent. Die alternierende harmonische Reihe ist jedoch konvergent.

o 1
n=17 ist

Die Zeta Funktion: Die Riemann-Zeta Funktion ¢(s) = >.°° , L

konvergiert fiir s > 1.

limg 00 £ =0

limg 00 €% = 00

limg 500 e™® =0
limg— 00 ;—::L = 0
limg— 00 In(z) = 00
limg o0 (1 +2)% =1
limg seo(l+1)0 =1
limy steo(l+ )2 =e

km

limz%ioo(l + g)mz =e

limg 0 <

Va >0
lim, o S22 =
limg 0 ——
limg 0

s l—cosxz __
limg 0 2 =

NI

T

lim, —Z
=0 arctan

limg_0 £ — =a

limg 1 ln(xl) 1

limg 500 Yz =1

n=1 n?%

limg o014+ 1 =1

limy_y oo e® =0
limy s soe ™ =0

limg oo xze® =

limg—0In(z) = —oc0
1
limyo(l+2)z =e
. 1
limg yoonn =1
limg o0(1 — 1)7 =2

limg o0 (525)7 = e

limg 00 z%¢* = 0,
V0<g<1

lim. 230 sin kz —k

cosx—1 _ 0
x

limg—o0

limg o xlogz =0

@
limg 0 <=L =1

limg o0 arctanz = 3

hmzﬁow -1

log(x) =0

limy 00 2a

9.2 Ableitungen

sin(x)

1(z — & sin(22))

2
tan(z) — x
—cot(z) —x

%(r + % sin(2z))

—In| cos(z)|

cosh(z)
log(cosh(x))
In | sin(z)]

. T

1
z(ln|z| — 1)
3 (In(x))>

(2] 1)

ln(a

f(x) £/(x)
ze® (z+1)e*
1 _a__
xa xa,+1
z% (a # —1) a-z® !
ak® ka*® In(a)
1 _ 1
x (L’Q
sin(x) cos(x)
% sin(z) cos(x)
cos(x) —sin(x)
sin?(x) 2 sin(z) cos(x)
tan(z)? 2sec(x)? tan(z)
cot(x)? —2 cot(x) csc(x)?
cos?(z) —2sin(z) cos(z)
1
tan(x) cos? ()

14 tan?(z)
sinh(z) cosh(x)
tanh(z) 76051112 ©)

N S
COt(:L‘) sin?(z)
ec c-ecT
In |z| %
In(x) 1—In(x)
x x2
log, |z O

F(x) f(x)
. 1/-1
arcsin(z)/ arccos(x) Wowsi
arctan(x) ﬁ
z arcsin(z) + V1 — z? arcsin(z)
x arccos(z) — V1 — x2 arccos(z)
z arctan(z) — % In(1 + z2) arctan(z)
In(cosh(z)) tanh(z)
z* (z > 0) ?.(14+Inx)
f(z)9= e9(@)in(f(2))
f(z) = cos(a) f(@)" = sin(z +n3)
@)= s f@ =
(=)™ xa™ *n!* (azx +b)~"t1
—In(cos(z)) tan(z)
In(sin(z)) cot(x)
1
In(tan(3)) SE)
In (tan(g + 7) ﬁ(z)
£(x) F(x)
[ F@)1@) do (@)
/ fé;‘f dz In|f(2)]
I e’ T
[(az +b)" dz m(aaerb)"*l
ax n+2 ax ntl
ICC(CLCE + b)n dz ((nj-l;))a2 - b(('rLj:lb))a2
azP4b)nt1
J(az? + b)?2P~! da (azP+0)" T ap(tﬂl)

J(azP +b)~1zP~1 dx

axr+b
cx+d dx

S sriaz do
[tz de

JVa? + 22 dzx

ip In |az? + b|

aw _ ad=be |y |ep +
c

1 arctan
a a

1
2—ln

T—a

z+a

£1(@) + 5 n(z + f(x)
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