1 Wabhrscheinlichkeiten

Ereignisraum

Die Menge Q2 # 0 aller moglichen Ergebnisse des betrachteten Zufall-
sexperiments. Die Elemente w € 2 heissen Elementarereignisse.
Potenzmenge

Die Potenzmenge von €2, bezeichnet mit () oder 2 ist die Menge
aller Teilmengen von ). Ein Prinzipielles Ereignis ist eine Teilmenge
A C Q, also eine Kollektion von Elementarereignissen. Die Klasse aller
beobachtbaren Ereignisse ist F.

Grundraum: Menge 2. w € Q heisst Elementarereigniss.
e Qe F
s Ac F= A F
e Ay, Ay, e F=>UR, A eF
e DeF
¢ Ay, Ay, e F=> N2, A eF

e ABEF=AUBEF
e ABEF=ANBEeF

Wahrscheinlichkeitsmass
Eine Abbildung P : F — [0, 1] mit folgenden Eigenschaften:

(1) P[A] > O fur alle Ereignisse A € F
(2) Pl =1
(3) Fir A; € F paarweise disjunkt gilt P72, A;] = > 52, P[Ai]
Es gelten weiter folgende Rechenregeln:
o PIAC =1 - P[4]
o PlO] =0
e Fir A C B gilt P[A] < P[B]
e P[AU B] = P[A] + P[B] - P[AN B]

Diskrete Wahrscheinlichkeitsraume
Impliziert:

e ) ist endlich oder abzdhlbar unendlich

o F = 2Q
Laplace Raum
Ist Q = {w1,...,wn} endlich mit || = N und F = 2% sowie alle w;

gleich wahrscheinlich mit p; %, so heisst Q ein Laplace Raum und
P die diskrete Gleichverteilung auf Q. Dann ist fir A C Q:

1]

PAT=1g)

Seien A, B Ereignisse mit P[A] > 0. Die bedingte Wahrschein-
lichkeit von B unter der Bedingung, dass A eintritt wird
definiert durch:

P[BN Al
P[A]

_ P[A, B]

- Pl4]

_ P[A| B]- P[B]

PlA]

Es gilt:

PIB| A] =

PIANB] = PlA| B]- P[B] = P[B | A]- P|A]

Satz der totalen Wahrscheinlichkeit
Sei A1, ..., Ay eine Zerlegung von € in paarweise disjunkte Ereignisse,
dh U, A =Qund A;NAgy =0 Vi# k. Dann gilt:

P[B] = P[B| Aj]- P[A]]
=1

Beweis. Da BCQ = B=BnNQ=BnN(UL, 4) =U_,(BNA).
Weiter sind alle Mengen der Art (BN A;) paarweise disjunkt, was be-
deutet, dass (B N A;) eine disjunkte Zerlegung von B bilden. Damit
folgt:

PlB] =P O(BmAi)

i=1

= iP[BﬁAi] = iP[B [Ai] - P[A;s]
i=1 i=1

Satz von Bayes

Sei A1,...,Ap eine Zerlegung von Q mit P[A4;] > 0 fiiri € {1,...,n}.
Sei B ein Ereignis mit P[B > 0]. Dann gilt fur jedes k:

P[B | Ag] - P[A]

=1 P[B| A] - PlAi]

PlAy | B] =

Beweis. Verwende Definition Bedingte Wahrscheinlichkeit, im Z&hler
Multiplikationsregel und im Nenner Satz der totalen Wahrschein-
lichkeit.

Unabhéngige Ereignisse (2)

Zwei ereignisse heissen (stochastisch) Unabhéangig, falls
P[AN B] = P[A] - P|B]
Ist P[A] = 0 oder P[B] = 0, so sind A, B immer unabhéngig. Fir
P[A] # 0 gilt:
A, B unabhingig <= P[A | B] = P[A]
Unabhéngige Ereignisse (c0)

Die Ereignisse A1, ..., Ay heissen (stochastisch) unabhéngig, wenn fiir
jede endliche Teilfamilie der Produktformel gilt, d.h. fir m € N und

{k1, ... km} C{1,...,n}:
n n
i=1 1 i=1

Diskrete Zufallsvariable

Eine reelwertige diskrete Zufallsvariable auf €2 ist eine Funktion X :
Q — R. Mit Q ist natiirlich auch W(X) = {x1,2,...} endlich oder
abzahlbar.

e Die Verteilungsfunktion von X ist die Abbildung Fx : R — [0, 1],
definiert durch:

t— Fx(t) == P[X <t]:= P{w: X(w) <t}]

e Die Gewichtsfunktion oder diskrete Dichte von X ist die Funk-
tion px : W(X) +— [0, 1], definiert durch:

px (Xg) = P[X = zp] = P{{w : X(w) = zy}]
Wobei gilt:
b FX(t) = P[X < t] = Zk mit zkgth(xk)

e Fir jedes z, € W(X) gilt 0
Zxkew(x)lﬂx(xla) =1

e ux(B):=P[X € B]=3, cprx(zk)
° szGW(X)pX(xk) = P[X S W(X)] =1
Indikatorfunktion

Fir jede Teilmenge A C 2 ist die Indikatorfunktion I 4 von A definiert
durch:

<

px(xr) < 1 und

I 1 fallswe A
Aw) = 0 falls w e AL

Erwartungswert
Sei X eine diskrete Zufallsvariable mit Gewichtsfunktion px (z), dann
ist der Erwartungswert definiert durch:

>

R EW(X)

E[X]:

zp - px (Tk)

und hat folgende Eigenschaften:
e Linearitat: Fla- X +b=a-E[X]+b
e Monotonie: X <Y = E[X] < E[Y]

e Nimmt X nur Werte in N an:

E[X] = ip[x > ]
=1

Beispiel: Erwartungswert gemeinsame Dichte
Seien X und Y zwei stetige Zufallsvariablen mit gemeinsamer
Dichte f(z,y):

1
fz,y) = {g,’
Berechne E[XY]

2 01
E[XY]:/ / —zydzdy
0 Yy 2
1,y 1 3’2_ 1
—4xy’0—4y 0o 16

fir0<z<y<2
sonst.




Erwartungswert von Funktionen
Sei X eine Diskrete Zufallsvariable mit Gewichtsfunktion px (z) und
Y = g(X) fiir eine Funktion Y : R — R. Dann gilt:

>

TR EW(X)

Sei X eine diskrete Zufallsvariable. Ist E[X?] < oo, so heisst:

ElY] = E[g(X)] = g(zr) - px (zr)

Var[X] := E[X — B[X]?]

>k — BIX]? - px(wr)
TR EW(X)

die Varianz von X. Es gilt weiter:
e E[Z)? < E[Z?]
e Var[X] = E[X?] — E[X)?
e Varla- X +b] =a? - Var[X]
e Var[X — Y] =Var[X] +—12 - Var[Y]

e Var(X +Y)=Var(X)+ Var(Y) +2Cov(X,Y)

Standardabweichung

o(X) =+/Var(X]

Gemeinsame Verteilung

Seien X1i,...,X, Dbeliebige Zufallsvariablen. Die Gemeinsame
Verteilungsfunktion von X7, ..., X, ist die Abbildung F' : R — [0,1],
definiert durch:

(z1,...,zn) = F(z1,...,2n) == P[X1 < z1,..., Xpn < zp]
= Z p(y17~"7yn)
Y1<T1,..,Yn <Tn
Die Gemeinsame Gewichtsfunktion ist:
p(x1,...,2n) = PX1 =21,..., Xn = zp]

Unabhéangige Zufallsvariablen
Zufallsvariablen  X7i,..., X, heissen Unabhéngig, falls gilt
(d4quivalent):

F(x1,...,on) = Fx, (z1) ...  Fx, (zn)

p(z1,.. ., 2n) = px, (¥1) - - Px, (Tn)

Unabhéangige Ereignisse
Ereignisse A1, ..., Ap heissen Unabhingig, falls fiir beliebige Teilmen-
gen B; CW(X;) i=1,...,n gilt (dquivalent):

n
P[X1 € Bi,..., Xy € By = [ | P[Xi € Bi
=1

Funktionen von Zufallsvariablen

Seien X1, ..., X, diskrete Unabhéngige Zufallsvariablen und f; : R —
R irgendwelche Funktionen. Sei weiter Y; := f;(X;). Dann sind die
Zufallsvariablen Y7, ...,Y, ebenfalls unabhéngig.

Linearitat des Erwartungswertes

Seien Xi,...,X, diskrete Zufallsvariablen mit endlichen FEr-
wartungswerten. E[X1],...,E[X,]. Sei Y = a+ 37" b; - X; mit
Konstanten a, by, ...,b,. Dann gilt:

=1

Kovarianz

Seien X,Y Zufallsvariablen auf einem Wahrscheinlichkeitsraum
(2, F, P) mit endlichen Erwartungswerten. Dann ist die Kovarianz
definiert als:

Cov(X,Y) := E[XY] — E[X]E[Y]
= BE[(X — E[X])(Y — E[Y])]

Wobei Cov(X, X) = Var[X].
Korrelation
Die Korrelation von X, Y ist definiert durch

Cov(X,Y)

p(X,Y) 1= {m falls o(X) - o(Y) > 0
0

sonst.
und es gilt |Cov(X,Y)| < 0(X)-0(Y) beziehungsweise —1 < p(X,Y) <
1

Summenformel fiir Varianzen

n n

Var [Z Xz} = Var[Xi]+2- > Cov(X;, X;)

i=1 i=1 i<j
ist aber Cov(X,Y)
Summe linear.
Produkte von Zufallsvariablen
Seien Xi,...,X, diskrete Zufallsvariablen mit endlichen Er-
wartungswerten. Falls Xi,..., X, unabhéngig sind, so ist:

0 (X,Y paarweise unkorreliert), so wird die

E E[X;]

—.

Li=1 i i=1

Dann sind auch X1, ..., X, paarweise unkorreliert und:

Var

= Z Var[X;]
i=1

da Unabhangig = paarweise Unabhéngig = unkorreliert.
Bedingte Verteilung

Seien X, Y diskrete Zufallsvariablen mit gemeinsamer Gewichtsfunk-
tion p(z,y). Die bedingte Gewichtsfunktion von X, gegeben dass
Y =y, ist definiert durch:

px|v(z|y) =PX=2|Y =y
PX=2Y =y _p@y)
PlY =y py ()

fiir py (y) > 0 und 0 sonst.
Kriterium fiir Unabhingigkeit
X,Y sind genau dann unabhéngig, wenn fiir alle y mit py (y) > 0 gilt:

px |y (®|y) =px(z) Vo € W(X)

n tief k

n!

kY (n — k)!

2 Wichtige diskrete Verteilungen

Diskrete Gleichverteilung

Die diskrete Gleichverteilung auf einer endlichen Menge W
{z1,...,zn} gehort zu einer Zufallsvariablen X mit Wertebereich W
und Gewichtsfunktion:

pxc () = PIX = 24] = —

k 1,...,N
N e{1,...,N}

Unabhingige 0-1-Experimente

Es sei A; := {Erfolg beim i-ten Experiment} und:
e Die A; sind unabhéngig
e P[A;] =p fur alle ¢

1 € A;
Yiw) =10 wg Al

Ein einziges 0-1-Experiment mit W(X) {0,1}. Die
Gewichtsfunktion ist gegeben durch px (1) = p, sowie px (0) =
1 — p. Man schreibt kurz X ~ Be(p). Es gilt:

EX]=1-P[X=1]+0-P[X =0]=p
Var[X] = E[X?] - E[X]* =p-(1-p)

Beschreibt die Anzahl der Erfolge bei m unabhéngigen 0-1-
Experimenten mit Erfolgsparameter p. Also ist die Zufallsvari-
able respektive Gewichtsfunktion:

n n
X=3Ia=) Yi
i=1 i=1

px(k)=PIX =k = () -p*- (1 —p)" "

und man schreibt kurz X ~ Bin(n,p). Es gilt weiter:
n
E[X]=) E[i]=n-p
i=1

Var[X] = ZV(M‘[Y,-] =n-p-(1—p)
i=1




Bei einer wunendlichen Folge von wunabhéngigen 0-1-
Experimenten mit Erfolgsparameter p sein X die Wartezeit
zum ersten Erfolg:

X =inf{i € N: A; tritt ein}
px(k)=PIX =K =p (1-p*"
wir schreiben X ~ Geom(p) und es gilt:
o 1 1
EX|=Sk (Q-pF p=— =
XI=2 k(=D = =
2 1-—
BX (X - 1) = (2)
p
Var|X] = —2p
Beispiel: Gedachtsnislosigkeit Geometrische
Verteilung
Jq € (0,1) : Z ~ Geom(q) <
PlZ>nl=PlZ>n+klZ>k, nk>1
“=”: Let Z ~ Geom(q), where ¢ € [0,1]. Then, we have

P[Z > k] = (1 — ) for k € N, and thus for all k,n € N,

PlZ>n+k|Z>kl=P|Z>n+k,Z >k

=P[Z > k] = P[Z >n+ k]
=(1-g""* 1-9*
—(1-q" =PZ>7]
“<”: Now, assume P[Z > n+ k|Z > k] = P[Z > n] for
n,k € N. Then,
PlZ>n]=PlZ>n+klZ>k=PZ>n+k Z >k
=P[Z > k] = P[Z > n+ k]
=1-9"* - (1-9*=01-9"=PZ>n]
Define f(n) = P[Z > n]. It follows that f(n)f(k) = f(n+ k)

for all n,k € N. Due to f(n+ 1) = f(n)f(1), by iteration, we
immediately get f(n) = a™ with a = f(1), and thus

PlZ =n]=P[Z >n—1]
=fln-1)-f(n) =

Finally, a = f(1) P[Z > 1] € [0,1], which implies
g=1—a€]0,1], and consequently Z ~ Geom(q).

— P[Z > n]

(1—a)a™?

Bei einer wunendlichen Folge von unabhingigen 0-1-
Experimenten mit Erfolgsparameter p sein X die Wartezeit
zum r-ten Erfolg (r € N):

k
X =inf{k€eN:> I, =7}

i=1
x0) =Pix =K = (") a-pt
wir schreiben X ~ NB(r,p) und es gilt:
E[X] = Z,«: E[X
Var[X] = ZVar[X 1= M

In einer Urne seien n Gegenstdnde, davon r vom Typ 1
und n — r vom Typ 2. Man zieht ohne zuriicklegen m der
Gegenstande. Die Zufallsvariable X beschreibt die Anzahl der
Gegenstiande vom Typ 1 in der Stichprobe. Der Wertebereich
von X ist W(X) = {0,1,...,min(m,r)} und:

() - Gu)
()

=zn:i'PX(i)=
=1
G

Die Poisson Verteilung mit Parameter A € (0,00) ist eine

px (k) = fiir k € W(X)

(Nicht im Skript)

Var[X]=m- n-m

(Nicht im Skript)

Verteilung auf der Menge No = {0,1,2,...} mit Gewichts-
funktion:
)\k
px(k):e—NE fir k=0,1,2,...
Ay —AA
E[X]:Zrﬁe =de et = A
i=1
E[X?] =X+
Var[X] =X
Bin(n,p) ~ P(A) with A =n=*p

Ist eine Zufallsvariable X Poisson verteilt mit Parameter A
schreiben wir X ~ P(X).

Zufallsvariable

P[X = z] = Ofiir stetige Zufallsvariablen ist die Wahrscheinlichkeit ein
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stetig

£(X) = /: xf(x)dx

Varianz

Kumulative

Flx)

=

Fx)= / (u)du

Kumulative

Fx)

=

Flx)= Y P(X=x)
ke

E(X) = Y oaP(X = x)
=

Varianz

Var(X) = 3" (x — E(X))?plxe) | Var(X) f’" (x = E(X))*(x)dx
= w

Sein (2, F, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum. Also Q ein Grundraum,
F C 29 die beobachtbaren Ereignisse und P ein Wahrscheinlichkeits-
mass auf F. Eine (reelwertige) Zufallsvariable auf Q ist eine messbare
Funktion X : Q — R. Das bedeutet, dass die Menge {X < ¢t} = {w :
X (w) < t} fiir jedes t ein beobachtbares Ereigniss sein muss.
Verteilungsfunktion

Die Verteilungsfunktion von X ist die Abbildung Fx : R — [0, 1]:

t— Fx(t) := P[X <t]:= P{w: X(w) <t}]
und hat die Eigenschaften:

e Fx ist wachsend und rechtsstetig. Das bedeutet, dass Fx (s) <
Fx(t) fir s <t gilt und Fx(u) — Fx(t) fir u — ¢t mit u > ¢

o limy , Fx(t) =0 und lim; s Fx(t) =1

Beispiel: Verteilungsfunktion

Um zu verhindern, dass ein Gerat infolge eines defekten Hal-
bleiters langere Zeit ausfillt, werden zwei identische, parallel
geschaltete Halbleiter zu einem Bauteil zusammengefasst.
Eine Kontrolllampe leuchtet auf, wenn einer der beiden
Halbleiter ausgefallen ist. Wir nehmen an, dass die Lebens-
dauern der Halbleiter unabhéngige, exponentialverteilte
Zufallsvariablen mit Erwartungswert 60 Tage sind. Wie ist
die Zeit, nach der die Kontrolllampe ufleuchtet, verteilt?

Seien H; und Ha die Lebensdauern der entsprechenden Hal-
bleiter. Nach Voraussetzung sind H; und Hg i.i.d. und
Exp(X)-verteilt mit A = 6—10. Sei T die Zeit, nach der die
Kontrolllampe aufleuchtet; also ist 7' = min{H1, H2}. Die
Verteilungsfunktion von T ist gegeben durch

Fr(t) = P[T <t] = Plmin{H, Ha} <1t
=1— P[min{H1,Ha} >t]=1— P[Hy > t,Ho > t]
=1— P[H; > t]|P[H2 > t]
= (1 — exp(—2At))1[p,00) (£)]

d.h. T ist wieder exponentialverteilt mit Parameter 2\ =

30°

Dichtefunktion

Das Analogon der Gewichtsfunktion im Diskreten Fall. Eine Zu-
Dfa‘¥mgﬂb1¥%ﬂ3&1ﬁ gleiebifingsfunktion Fx (t) = P[X < t] heisst (ab-
solut) stetig mit Dichte (funktion) fx : R — [0, 00), falls gilt:

0= [ fxts)dz

fir alle t € R




und hat die Eigenschaften:
e fx >0 und fx = 0 ausserhalb von W(X).

o [

fx(s) ds =1; das folgt aus limy_ 40 Fx(t) =1

Die Gleichverteilung auf dem Intervall [a, b] ist ein Modell fur
die Zufallige Wahl eines Punktes in [a, b]. Die zugehorige Zu-
fallsvariable X hat den Wertebereich W(X) = [a, b], sowie

1 ..
— fira<t<b
={= Sts
x(®) {O * sonst.
0 firt<a
Fx(t) =42 fira<t<b
1 fiir t > b.
wir schreiben kurz X ~ U(a, b).
b b—a)’
Blx] = °F Var(x] = ¢=9°
2 12

Die Exponentialverteilung mit Parameter A > 0 ist das stetige
Analogon der Geometrischen Verteilung. Die zugehorige Zu-
fallsvariable X hat W(X) = [0,00), Dichte und Verteilungs-

funktion:
(t) = ,\ e M firt>0
XA\ = firt <0
—\t .o
—e firt >0
t)—/ Fx(s)d { fiir £ < 0
wir schreiben kurz X ~ FEzp(X). Weiter ist die Funktion

Gedachtsnislos, dh. P[X >t+s| X > s] = P[X > {].

E[X] % Var[X] = 2

Die Normalverteilung hat zwei Parameter: g € R und o2 >
0. Die zugehorige Zufallsvariable X hat den Wertebereich

W(X) = R und die Dichtefunktion:
Fx(t) = — -l fiir t € R
= —F——e€e 20 ur t €
X ax/ﬂ
welche symmetrisch um p ist. Wir schreiben kurz: X ~
N(u,0?).

Standard Normalverteilung
Wichtige Normalverteilung mit A(0,1). Weder fiir die zugehorige

Dichte ¢(t) noch Verteilungsfunktion ®(t) gibt es geschlossene
Ausdriicke, aber das Integral

@(t):/jwcp(s)ds:\/%/jooef

ist tabelliert. Ist X ~ N (u,o?), (0,1), also:

1
3s

ds

deshalb geniigt es ® zu tabellieren.
P(—2)=1—P(2)

Normalapproximation
Wenn S, ~ Bin(n,p) dann

Sn ~approz N(”I’v np(l —p))

Erwartungswert
Ist X stetig mit Dichte fx (z), so ist der Erwartungswert:

Em:/f’ v fx () d

sofern das Integral absolut konvergiert. Ist das Integral nicht absolut
konvergent, so existiert der Erwartungswert nicht.

Erwartungswert einer Funktion

Sei X eine Zufallsvariable und Y = g(X) eine weitere Zufallsvariable.
Ist X stetig mit Dichte fx, so ist

E[Y] = Blg(X)] = /_ o) - fx () de

Momente & Absolute Momente
Sei X eine Zufallsvariable und p € Rt. Wir definieren:

e p-te absolute Moment von X: M), := E[|X|?]

e falls M,, < oo fiir ein n, dann ist das n-te (rohe) Moment von X
durch my, := E[X™] definiert.

e Das n-te zentralisierte Moment von X ist durch p, = E[(X —
E[X])"] definiert.

Es gilt weiter, dass M, < oo flr n € N = |my| < My,.
(oo}
Mp = / [z|P fx () dz
— 00
oo
mn:/ " fx (z) dz
— 00
Pp<qgAMg<oo = Mp<oo
Gemeinsame Verteilung/Dichte

Die Gemeinsame Verteilungsfunktion von Zufallsvariablen X1, ...
ist die Abbildung F' : R™ — [0, 1] mit:

» Xn

F(z1,...,2n) = P[X1 <z1,...,Xn < zy]

1 Tn
:/ / Ftr, .. tn) dtn ...t
— 0o —oo

dann heisst f(z1,...,zn) die gemeinsame Dichte, welche folgende

Eigenschaften hat:

e f(z1,...,2n) > 0 und = 0 ausserhalb von W(X1, ..., Xn).

o [ [ ftr, . tn) dEn ..t =1

o P[(X1,...,Xn) € 4 = f(mlwxn)eA F1,. .. tn) dbn ...t fir
ACR™

Fx(t)=P[X <t]=P

<= ()

Randverteilung
Haben X,Y die Gemeinsame Verteilungsfunktion F', so ist die Funk-
tion Fx : R — [0,1],

Fx(z) =P X <z]=P[X <z,Y <]

= Jim F(z,y)

x(z) = /jo f(z,y) dy

Sind X,Y diskrete Zufallsvariablen mit W(Y) = {y1,y2,...} und
gemeinsamer Gewichtsfunktion p(z,y), so ist die Gewichtsfunktion der
Randverteilung von X gegeben durch:

Z P[X::L‘,Y:yl]

Y EW(X)

z— px(x):

Beispiel: Dichtefunktion berechnen
Seien X und Y zwei unabhéngige Zufallsvariablen, beide ex-
ponentialverteilt mit Parameter A > 0. Definiere

= undV (=X +Y
X+Y

Seien fyy und fy die zu U und V' gehorigen Dichtefunktionen.
Berechne die Dichtefunktion fi; und Verteilungsfunktion Fy,

W= [ fwvy
oo}
[eo] oo
= )\2/ e~ (/ 1 =z <ue_>‘ydy) dzx
0 0 S =
oo (oo}
= /\2/ e (/ 1z(u71_1)<y67>‘ydy) dx
0 0 -
= )\/ e Ae Mdy | do
:r(u_l—l)

—A/ 7>\z 7)\z(u de

_/\/ 7)\u lzdz

PlU <] =




Beispiel: Randverteilung, gemeinsame Dichte
Man wahlt zuféllig einen Punkt P = (U, V) in dem Gebiet D.
Die gemeinsame Dichte von (U, V)

falls (u,v) € D
sonst

fov(u,v) = {8

1. bestimme Konstnte c
2. bestimme Randverteiungsfunktion von U und Rand-

dichtefunktion frr(w).
. Sind U und V unabhéangig?

=

D ={(a,b) eR?: —1<a<land —2<b<2}
U{(a,b) eR?:1<a<2and —1<b<1}

_ f1/10 if (u,v) € D
fov(u,v) = {0 otherwise

2. Foru< —1, Fy(u) = P(U <u)=0. For -1 <u <1,
Fy(u)=P{U <u) =

-tz 4(u+1
/ / —1p(u,v)dvds = s+l
u —2 10 10

For1<u<2 Fy(u)=PU <u) =

-1 2 1 1 1 1
—1p(u,v dvds—l—/ / —1p(u,v)dvds
/1 /72 1P Y) o )10t

8 2(u—1)
"0t 1
and Fy(u) =1 for u > 2.
& if —1<u<1
Ju(u) = 2 ifl1<u<?2
0 otherwise

fv(v) = /oo fov (u,v) du =
5 (v € [-2,2]]+ o € [-1,1])
3. If U and V are independent, then for all u and v:
fu(u) - fv(v) = fu,v(u,v)
However, we have fyv(2,2) = 0 and fy(2) - fv(2) =

1.1l49
5°5 :
Therefore, U and V are not independent.

Unabhingigkeit

Die Zufallsvariablen Xj,...,X, heissen unabhingig, falls gilt
(aquivalent):
F(z1,...,2n) = Fx,(z1) ... - Fx, (Xn)
fl@1,omn) = fxy (1) oo fx, (Xn)
fir alle z1,...,2n.
Bedingte Verteilungen
Es gilt:

_ fxy,xo(z1, 22)
Ixy ) x5 (@1 | @2) = T @)

P[Y>t|y<a]:%

E[Xy | X2]= /ffl “far | 2o (@1 | 22) d21

Summen von Zufallsvariablen
Sei Z = X 4+ Y eine Zufallsvariable mit:

Fz(2)=PlZ<2]=P[X+Y <7

= /_O:O /_:m f(z,y) dydx
fz(z) = /_o:o flz=y,y) dy

Transformationen

Sei X eine Zufallsvariable mit Verteilung und Dichte. Sei g : R — R
eine messbare Funktion. Betrachte nun Y = g(X), wir suchen
Verteilung und Dichte von Y:

Fﬂﬂ=HY§ﬂ=HAWSﬂ=[;h@Ns

Ag:={seR|g(s) <t}

Wobei man die Dichte durch ableiten der Verteilung erhalt.
Anwendung von Transformationen
Sei F' eine stetige und streng monoton wachsende Verteilungsfunktion
mit Umkehrfunktion F~1. Ist X ~ U(0,1) und Y = F~1(X), so hat
Y gerade die Verteilungsfunktion F":

Fy(t)=P[Y <t] = P[F71(X) <]

— PIX < P(t)] = F(t)
Mit der Substitution
p(X)=Y
X =0¢""()
fy (W) = fx (¢~ (v))Idet J4-1(y)l

Beispiel: Transformation
Sei X eine Zufallsvariable mit Dichte fx(z),z € R und sei

Y = eX. Was ist die Dichte fy (y),y > 0 der Zufallsvariable
Y?

Y =X
X=IhY
dr 1
dy vy

fr(w) = fx(ng) -
Y

Markov Ungleichung
Sei X eine Zufallsvariable und ferner g : W(X) — [0,00) eine wach-
sende Funktion. Fiir jedes ¢ € R mit g(c¢) > 0 git dann:

Elg(X)]

PX > < o)

Chebyshev-Ungleichung

Sei Y eine Zufallsvariable mit endlicher Varianz. Fir jedes b > 0 git
dann:
Var[Y]

Py - BIY]| 2 8 < =0

Momenterzeugende Funktion
Die Momenterzeugende Funktion einer Zufallsvariable X ist:

Mx (t) := EletX] firt € R

Beispiel: momenterzeugende Funktion

Sei X eine exponentialverteilte Zufallsvariable mit Parameter
A, d.h. X ~ Exp(M). Berechnen Sie die momenterzeugende
Funktion Mx (t).

Mx (t) = Ele¥]

[e @)
= / e e dx
0

e A
:)\/ e DT gy — 2
0 A

A
= 2=t
00,

Grosse Summenabweichung

Seien X7, ..., Xy i.i.d. Zufallsvariablen, fiir welche die Momenterzeu-
gende Funktion Mx (t) fir alle ¢ € R endlich ist. Fir jedes b € R gilt
dann:

S
e—(/\—t)z
0

falls t < A,
falls t > A.

P[S;,, > b] < exp (ggﬂ%(n “log Mx (t) —t- b))

Chernoff Schranken
Seien X1, ..., X, unabhéngig mit X; ~ Be(p) und X =37 | X;. Sei
pn = E[X] =37, p; und § > 0. Dann gilt: Suppose 0 < 6, then

52,

P(X > (1+8)u) < e 255,

and

Y
| N

PX<(1-du)<e

Beispiel: Chernoff Schranke
Suppose you toss a fair coin 200 times. How likely is it that
you see at least 120 heads? The Chernoff bound says

20 — 25525100
P(X >120) = P(X > (1+ﬁ)'100) <e 2t5
20
=e 6 =0.0356




Schwaches Gesetz der grossen Zahlen

Sei X1, Xa,... eine Folge von unabhingigen Zufallsvariablen, die
alle den gleichen Erwartungswert E[X;] = p und die gleiche Varianz
Var[X;] = 02 haben. Sei

Dann konvergiert X, fiir n — oo in Wahrscheinlichkeit/ stochastisch
gegen u = E[X;], d.h.:
Pl Xn—pl>e] — 0 fiir jedes € > 0
n— oo
(Statt unabhéngig geniigt auch Cov(X;, Xi) = 0 fir ¢ # k)
Starkes Gesetz der grossen Zahlen
Sei X1, Xag,... eine Folge von unabhéngigen Zufallsvariablen, die alle

dieselbe Verteilung haben, und ihr Erwartungswert p E[Xl} sei
endlich. Fiir:

— 1
X = 8=~ Z X;
=1
gilt dann
X, — m P-fastsicher
n—r oo
d.h.:

P [{w €N:Xp,(w) = u}] =

iid. / ud.wv.
Independent identically distributed
Zentraler Grenzwertsatz

Sei X1, Xs,... eine Folge von i.i.d. Zufallsvariablen mit E[X;] = u
und Var[X;] = o2. Fiir die Summe S, = > ; X; gilt dann:
Sn—mn- Sn—n-p ..
lim P <z| =) fir allex € R
n— oo g-f

wobei ® die Verteilungsfunktion von N(0, 1) ist.
3 Statistik

X2-Verteilung

Die X2- Verteilung mit n Freiheitsgraden (bez. X2) gehort zu einer
stetigen Zufallsvariable Y mit Dichtefunktion:

1 n_q

()= —m—yz e 2¥
w =73 r(2)
wobei dies ein Spezialfall der Ga(a, A) Verteilung ist mit o = 5 und
A= % Sind die Zufallsvariablen X1, ..., X, i.i.d. ~ AN(0,1), so ist die
Summe Y := 3" | X2 ~ X2

t-Verteilung
Die t-Verteilung mit n Freiheitsgraden gehort zu einer stetigen Zu-
fallsvariable Z mit Dichtefunktion

T n+1 2
(7231 (1 + i)
Vnr (%) n
fir n = 1 ist das eine Cauchy Verteilung und fiir n — oo erhilt man

N(0,1). Sind X,Y unabhingig und X ~ AN(0,1) und Y ~ X2, so ist
der Quotient:

_ntl
2

fz(2) = fir z € R

X
ly

n

Z =

~ ty, also t-Verteilt mit n Freiheitsgraden

Hypothesen
Es gibt:

e Hypothese Hqy : ¥ € Og

e Alternative Hy : 19 € O4

Man verwirft die Hypothese genau dann, wenn der realisierte Wert im
Verwerfungsbereich K liegt.

Fehler

Es gibt folgende Fehler:

e 1. Art: Hypothese wird zu unrecht abgelehnt. Py[T € K] fiir
¥ € O

e 2. Art: Hypothese wird zu unrecht nicht verworfen. Py[T ¢ K]
fir 9 € @4

Meisst kann man nicht beides minimieren, also geht man wie folgt vor:

1. Man w&hlt ein Signifikanzniveau a € (0, 1) und kontrolliert die
Wabhrscheinlichkeit eines Fehlers 1. Art durch

sup Py[T e K| <a
YEBOg

2. Man Versucht die Wahrscheinlichkeit fiir einen Fehler zweiter Art
Py|T ¢ K] fur ¥ € ©4 zu minimieren. Dazu maximiert man die

Macht des Tests:

B:04[0,1] 9 > B(9) i= Py[T € K]

Somit ist es schwieriger eine Hypothese zu verwerfen als zu behalten.
In einem Test verwendet man deshalb immer als Hypothese die
Negation der eigentlich gewiinschten Aussage.

Beispiel: Was passiert, wenn das
nifikanzniveau o kleiner wird?
Kleineres Signifikanzniveau (o)

e Engerer Verwerfungsbereich

Sig-

e Weniger extreme Teststatistikwerte fiir Ablehnung der
Nullhypothese erforderlich

e Strengerer Test
e Hohere Anforderungen an statistische Signifikanz

e Geringere Wahrscheinlichkeit,
falschlicherweise abzulehnen

Nullhypothese

e Hohere Wahrscheinlichkeit fiir Fehler vom Typ II
(falsche Akzeptanz der Nullhypothese, wenn sie in Wirk-
lichkeit falsch ist)

e Macht wird reduziert

Beispiel: Hypothesen-Test

Wir haben eine Miinze mit einer Seite rot und der anderen
Seite blau gefarbt, und wir vermuten, dass die Miinze gezinkt
ist und eher auf der blauen Seite landet

1. Modell: Unter P, sind die X; ii.d.,

1,...,10, p unbekannt

~ Ber(p),i =

2. Nullhypothese: Hg :p=po = 0.5
3. Alternativhypothese: Hj :p=pa > po.

4. Teststatistik: T = 1121 X, denn

R(z1,...,%10; X0, AA)

= L(z1,...,z10; X0)L(z1,...,Z10; A4)
_ P (1 —po)to T

- pZ(l —pa)lo-T

_ (po(l—pA))T (1—1?0)10
pa(l—po) 1—pa
Da po(l—pa)

pa(1-po)
dann, wenn Z}Ql x; groB ist. Wir wahlen als Teststatistik

also T = 2;21 X

< 1 wird R(z1,...,%10;p0,p4) klein, genau

T

~

5. Verteilung der Teststatistik unter Hy:
Bin(10,1/2).

6. Verwerfungsbereich: Der kritische Bereich ”Quotient
klein” hat die dquivalente Form ”Summe grof”, also ist der
Verwerfungsbereich von der Form K = (k,00). Um das
Signifikanzniveau einzuhalten, muss gelten

Ppo[T € K] = Ppo[T > k] < 1% = Py [T < k] > 99%.
Deshalb haben wir als Verwerfungsbereich K = (9, c0).
7. Beobachteter Wert der Testst.: t=T(w) = 8.

8. Testentscheid: Da 8 nicht im Verwerfungsbereich liegt,
wird die Nullhypothese nicht verworfen.

\. 7

Hypothesis testing
1. Left-sided or left-tailed test: If Hp : p = po is tested against
the alternative Hy : p < po, the region of rejection has the form
{0,1,...,k}. The critical value k is the largest value such that
P(X<k)<a

2. Right-sided or right-tailed test: If Hp : p = po is tested
against the alternative Hi : p > po, the region of rejection has
the form {k,k + 1,...,n}. The critical value k is the smallest
value such that P(X > k) < a.

3. Two-sided or two-tailed test: If Hp : p = pg is tested against
the alternative Hj : p # po, the region of rejection has the form
K ={0,1,...,k1}U{ka,k2+1,...,n}. The critical values k1 and
ko are determined as the smallest and largest value, respectively,
such that P(X < k1) < § and P(X > k2) < §.

Likelihood Quotient
Sei L(z1,...,xzn;¥) die Likelihood Funktion und ¢¥g € ©g sowie
¥4 € ©4. Dann definieren wir:

L(zq,...
L(zq,...

,Tn;PA)

R(zq,...
(xl 75’7n§790)

yTn;¥0,94) =



je grosser der Quotient, desto wahrscheinlicher die Alternative. Es gibt
auch:

R N _ SUPyeo, L(z1,...,2xn;0)
yereydn) =
SUPyeo, L(z1,...,xn; )
~ SUPyeo , U, L(z1,...,xn;9)
B@r.....o0) = o A
SUPyco, (z1,...,2n;9)

Wihle Konstante ¢g fiir Ko = (co, 00) mithilfe von Signifikanzniveau.
Neyman-Pearson Lemma

Sei ©Op {90} und ©4 {9a}. Wie oben sei T
R(X1,...,Xn;00,94) und K := (c,00), sowie a* := Py [T € K]
Pyo[T > c]. Der Likelihood Quotienten Test mit Teststatistik 7" und
kritischem Bereich K ist dann in folgendem Sinn optimal: Jeder an-
dere Test mit Signifikanzniveau o < a* hat eine kleinere Macht (bez.
Grossere WS Fehler 2. Art).

definition

p-Wert (Nach Wikipedia) Der p-Wert ist die Wahrscheinlichkeit ein

mindestens so extremes Testergebnis zu erhalten, wenn die Nullhy-
pothese gelten wiirde:

p(z) = P[X <z | Ho] oder P[X >z | Ho]
p(z) =2 -min{P[X <z | Ho|, P[X >z | Hol}

Normalverteilung, Test fiir Erwartungswert bei bekannter Var-
ianz. Hier sind X1,..., Xy iid. N(9,02). Wir mochten die
Hypothese Hp : ¢ = Yo testen. Mogliche Alternativen H 4
sind 9 > g, ¥ < Yo (einseitig) oder ¥ # Yo (zweiseitig). Die
Teststatistik ist:

X -9

T= o/ vn ~ N(0,1) unter Py,
Und die Verwerfungsbereich:

9 <o (—00, za)

9 > 190 (Zl—on OO)

9 # 9o (=00,2g) U (21-g,00)

Wobei die z Werte in der Tabelle nachgeschaut werden kénnen
und es gilt zo = —21_q-

Beispiel Fehler 1. Art berechnen

Sei © = [0,1] und seien Xji,...,Xs unabhingig, identisch
verteilt unter Py mit X; ~ Ber(#). Wir betrachten die Nullhy-
pothese Hp : 0 = % und die Alternativhypothese Hy : 0 = %
Wie hoch ist die Wahrscheinlichkeit eines Fehlers 1. Art fur
den Test (T, K) mit T' = E?zl X; und K = (—o0,0]?

)D(ie Teststatistik 7" ist die Summe der beobachteten Werte der

P(T € K)=P[T <0] = P[T =0
=P(X1=0)-P(X2=0)-...- P(Xg =0)

Beispiel Fehler 2. Art berechnen

. g ong _ Rp= o
Nehme an: einseitiger z-Test, T' = —‘LQJ n o PO = 70.
Ho:p=po Hyp o p <po

Kritischer Bereich mit 5% niveau: K = (—oo0, —1.645). Wir

nehmen an, dass T' = Yo”/?/‘%’“ ~ N(0,1):
Py, [T & K] = P, [T > —1.645]
=P, [Xa"/;go > —1.645]
=P, [X;/IZA “2/7\/’%*‘ - 1.645}
=1-P,, [X:/_f:A “2/_\/’%’* - 1.645:|
—1-® (% - 1.645)

Weil ~ N(0,1)

Normalverteilung, Test fiir Erwartungswert bei unbekannter
Varianz. Hier sind Xi,..., X iid. ~ N(u,o?) unter Py,

wobei ¥ = (,0%). Wir wollen die Hypothese p = o testen.
Die Teststatistik ist:

Xn*NO

S/v/n
LS (X - X2
n—1

=1

T := ~tp_1 unter Py,

5% =

Und die Verwerfungsbereiche:

B < po
B> po
K # po

(—OO, C<)
(C>7 OO)

(_007 C<) U (C> ’ OO)

c< =tn—1,a
c> =tn—1,1-a

Cx=ln11-¢2

Wobei gilt tm,a = —tm,1—a-

Gepaarter Zweiproben-Test

Hier sind X1,...,X, iid. ~ N(ux,0?) und Yi,...,Y, iid.
./\/(,uy,UQ) unter Py. Insbesondere ist m = n und die Varianz bei-
der Stichproben dieselbe. Differenzen Z; := X; — Y; sind unter Py
iid. M(ux — py,202). Dann analog z und ¢-Test. (Setzt natiirliche
Paarung von Daten voraus!)

Ungepaarter Zweiproben-Test

Hier sind unter Py die Zufallsvariablen X1,..., X, iid. ~ N(ux, 0'2)

und Yi,..., Yy, iid. ~ N(uy,o?), wobei die Varianz in beiden Fillen
dieselbe ist.

~

e Bei bekannter Varianz:

Ho:px —py =po (2.B. po =0)
X0~ Vo — (ux —
SN

-

Die kritischen Werte fiir den Verwerfungsbereich sind wie oben
geeignete Quantile der N'(0, 1)-Verteilung, je nach Alternative.
Das ist der ungepaarte Zweistichproben-z-Test.

e Bei unbekannter Varianz:

1 n
S§( T ho1 Z(Xl - X”)2
=1
1 m
2
= L3 -V
j=1
1
5% .= pr— (n—1)-S% +(m—1)-5%)
Xn—Ym— -
r_Xn=Ynm 1 (#)1( Ky) ~ s
Sy w0
unter jedem Py. Dieser Test heisst ungepaarter Zweistichproben-
t-Test.
Konfidenzbereich

Ein Konfidenzbereich fiir ¥ zu Daten zi1,...,x, ist eine Menge
C(z1,...,2zn) C ©. Damit ist C(X1,...,Xn) eine zufillige Teilmenge
von ©. Dieses C heisst Konfidenzbereich zum Niveau 1 — «, falls fiir
alle ¥ € O gilt:

Py[9 € O(X1,..., Xp)] 21—«

Beispiel: Konfidenzbereich
Machen wir den Ansatz:
C(X1,. s Xn)=[Xn =, Xn+...]

so wollen wir erreichen, dass gilt:

1—a< Py[¥eC(X,...,Xn)
=PypeXn— . Xn+...]| =P [|Xn—n|<...]
Nach Satz 7.1 ist fiir jedes ¥ € ©:
X, —
5”/7\/; ~tp_1 unter Py
X, —p| ...
l—a<Py||2r"Hlc
= WWLWﬁ]
also erhalten wir das Konfidenzintervall fir g zum Niveau
1—a:
F S = S
C(X1,...,Xn) = _X'n —lno11-9 77Xn +tn71,17%%

4 Schatzer

Schatzer

Wir suchen ein Modell fiir eine Stichprobe X7, ..., X, und haben einen
Parameteraum ¥ C © und fiir jedes ¥ einen Wahrscheinlichkeitsraum
(92, F, Py). Wir mochten nun die Parameter 1, ...,9, bestimmen.
Ein Schétzer T fiir einen Parameter 9J; ist eine Zufallsvariable der
Form T} :=t;(X1,...,Xy) fir eine Schatzfunktion t;.



Verschiedene Ty,
bern(0) % K. ¢}
bin(k,0) +X,=-23" X;
P(6) 2 X
geom(d) /Y0, X
U([a, b]) max{X1,...,Xn}
exp(l) L =n/Y], X
N(p,02) =X, 6 S2

Ein Schétzwert ist das Ergebnis einer konkreten Berechnung, eine

Zahl. Sie entsteht durch das Einsetzen konkreter Daten in einen
Schatzer: Tj(w) tj(x1,...,zn) und liefert damit einen Wert fiir

genau einen Parameter.
Eigenschaften von Schéatzern
Sei T ein Schéatzer.

e T ist erwartungstreu, falls Ey[T] = ¢ gilt. T schatzt im Mittel
also richtig.

e Bias := Fy[T]—
Bias.

¥. Ein erwartungstreuer Schétzer hat also keinen

e Mittlere Quadratische Schétzfehler MSEy[T] := Ey[(T — 9)?].

e Eine Folge T(") von Schiitzern heisst konsistent fiir ¢, falls 7(")
fir n — oo in Py-Wahrscheinlichkeit gegen ¢ konvergiert, d.h.
fiir jedes ¥ € O gilt:

lim Py HT(”) . 79‘ > s] -0

Beispiel: Erwartungstreuer Schatzer

Seien X1, ..., X, unabhingige, identisch verteilte Zufallsvari-
ablen mit X; ~ U([0 — 1, 0])unterPy wobei 0 € R. Wir betra-
chten den Schétzer

T(" 0

l\D\»—A

Sind Schétzer erwartungstreu?
Sei 0 € R fixiert. Aus der Gleichverteilung folgt, dass

l\')\»—\

Eo[T(n),] = ( ZE9X1>
1 1

1
—Eg[X1]+ - =60 — = + =
ol 1}+2 2+2
-0

Somit folgt, dass der Schétzer T'(n), erwartungstreu ist.

Maximum-Likelihood Methode

(Analog im diskreten Fall.) In einem Modell Py sind die Zu-
fallsvariablen X1, ..., X}, stetig mit einer gemeinsamen Dichtefunktion
f(z1,...,2n,d). Oft sind die X; i.i.d. und man erhalt:

fx1,...,zn,¥) = P[X1 =21,...,Xn = xn]

.

i=1

Wir nehmen nun an, dass die Daten die wir erhalten haben sehr
Wahrscheinlich sind und versuchen nun folgende Likelihood funktion
zu Maximieren durch Anpassungen an 9:

yxn;0) = f(@1,...
,Tn; ) = log f(z1,...,

L(z1,...
log L(z1, ...

7"137’1;19)
Tn; )

letzteres kann bei Produkt zu Summe umwandlung hilfreich sein.

Beispiel: Maximum Likelyhood-Funktion

Sei © [0,1]. Wir betrachten die Modellfamilie Ppgcg,
wobei X7, ..., X, unter Py unabhéngig und identisch verteilt
sind mit X1 ~ Geom(f). Was ist die Likelihood-Funktion

L(z1,...,2n;0) fir z1,...,2, € {1,2,...}7
L(z1,...,2n;0) = (Pp)[X1 =x1,...,Xn = Tn]
n
= [[PolXi = 2]
i=1
— 9" . (1 _ 9)z1+...+zn7n

Was ist der Maximum-Likelihood-Schatzer Ty, fur 67
n-log(d) + (x1+ ...+ zn — n) - log(1l —0)

Wir setzen nun die Ableitung der log-Likelihood-Funktion
nach 0 gleich 0 und erhalten:

n zl+..,+mn—n_0
0 1-6 N
<~ n—-nl=(x1+...+zn) 0 —nb
n
<—=l0l=—
1+ ...+ xn
. n
T X1 4.+ X,

Empirisches Moment
Fir £ € {1,...,m} sei das k-te Moment empirische Moment oder
Stichprobenmoment 7 der Realisierung (z1,...,2n):

mg(z1,...

Momentenmethode

Der Momentenmethode liegt zugrunde, dass die Momente einer Zu-
fallsvariable bzw. einer Wahrscheinlichkeitsverteilung durch Stich-
probenmomente geschétzt werden konnen.

Sei X1i,...,Xp eine Stichprobe und © der Parameterraum. Fir je-
den Parameter ¢ = (¥1,...,%m) € O sei X1,..., Xy i.i.d. unter dem
Wahrscheinlichkeitsraum (€2, F, Py). Methode:

1. Fiir gegebene Realisierungen z1,...

...

2. Stelle ein Gleichungssystem fiir die Unbekannten Parameter
#1,...,%m auf, in dem das k-te empirische Moment dem k-ten
Moment gleichgesetzt wird, also:

, Tpn, bestimme fiir jedes k €
m} das k-te empirische Moment

mk(xl’"wzn):gk(ﬂlv'“yﬁm) ke{1>7m}

3. Existiert eine Eindeutige Losung so wird das unsere Schétzung
fir .
8

Momentenschatzer

Der Vektor 9(X1, ..
9.

Sei X1,...,Xp iid. N(p,o?)-verteilt mit unbekannten Pa-
rametern ¥ = (u,0?). Damit berechnen wir mit der log max
likelihood funktion Ableitungen setzen diese zu 0 und bekom-

., Xm) heisst Momentenschétzer des Parameters

men:
1 <& _
==Y Xi=Xn
n -
i=1
1 n
Ty = — X1 —

mochten wir aber noch, dass der Schitzer erwartungstreu wird,
so wihlen wir fiir Th = S2:

— 2
52 = n—1 Z(Xz_Xn)
i=1
Normalverteile Stichproben
Seien X1,..., X, iid. ~ N(g,c?). Dann gilt:
o X
o X, ~N(u, %) und 1),
_ — \2
o 25152 = (017 n (X — Xn) ) X2,
e X, und S? sind unabhingig
— Xn Yn_ﬂ
° Xn*M: “/f — o/n ~ t
S/v/n S/o n—1

1 n—1g2
\/nfl o2 S



Multiple Choice
Seien Al, A2, A3 € F paarweise unabhingige Ereignisse.
Aussage ist korrekt?

Welche

v’ Die Ereignisse A1, A2, A3 sind nicht zwangslaufig unabhangig.

O Die Ereignisse A1, A2, A3 sind zwangsldufig unabhéngig.

Seien A, B zwei Ereignisse. P[AU B] = P[A] + P[B] gilt, falls:
O A, B unabhéngig sind.
v' A, B disjunkt sind.

O A eine Teilmenge von B ist.

Seien A, B, C Ereignisse. Welche der folgenden Aussagen ist wahr?

O Falls A, B sowie A, C unabhéingig sind, so sind auch A, BN C
unabhéngig.

O Falls A, B sowie B, C unabhéngig sind, so sind auch A, C un-
abhéngig.

v' Falls A, B und C unabhéngig sind, so sind auch A, BN C un-
abhéngig.

Seien X, Y reelle Zufallsvariablen. Welche Aussage ist im Allgemeinen
falsch?

O Var[X] >0
v Var[X 4 Y] = Var[X] + Var[Y]

O Var[aX + b] = a?Var[X]

Fiir stetige Zufallsvariablen gilt immer:
v Die Verteilungsfunktion ist stetig.
O Die Dichtefunktion ist stetig.

[0 Weder noch.

Fiir die Dichte ist eine gleichverteilte Zufallsvariable ein Gegenbeispiel.
Seien X, Y zwei Zufallsvariablen mit gemeinsamer Dichte fx y.
Welche Aussage ist korrekt?

v' X, Y sind immer stetig.

O Die Zufallsvariablen sind nicht notwendigerweise stetig.

Sei Z = (X,Y) eine R%-wertige Zufallsvariable mit Dichte:

Fr(@y) = e 3D
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Welche Aussage ist korrekt?
O X und Y sind korreliert und nicht unabhéngig.
[0 X und Y sind unkorreliert und nicht unabhéngig.

v X und Y sind unkorreliert und unabhéngig.

Sei X eine reellwertige Zufallsvariable mit Dichte fx und Verteilungs-
funktion F'x. Welche der Aussagen ist im Allgemeinen falsch?

O Fx ist stetig.
v Fx ist strikt monoton wachsend.

O Pla < X <b] = Fx(b) — Fx(a) fir —oo < a <b< oco.

Seien (X;)P_; uiv. Zufallsvariablen mit Verteilungsfunktion Fx, = F.
Was ist die Verteilungsfunktion von M = max(X1, ..., Xp)?

v Fy(a) = F(a)"
O Fuy(a)=1— F(a)™
O Far(a) = (1 - F(a)"
Sei X eine Zufallsvariable mit Fx. Was gilt fiir a < b7
O Pla< X <b]=Fx(b)— Fx(a)
vV Pla< X <b]=Fx(b)— Fx(a)

0 Pla < X <b] = Fx(b) — Fx(a)

Sei X ~ Poisson(\), A > 0, welche der Aussagen ist korrekt?
O P[X >5]=1- P[X < 5]

_ A

v PIX <1X >1]= 25

O 2X ~ Poisson(2))

Sei X ~ Poisson(\), A > 0, was ist F[X?]?
[HEDN
O 5

VA-(A+1)

0 A2

v" Wird sie auch auf dem 5
O Wird sie auch auf dem 1

O Im Allgemeinen kann nicht behauptet werden, dass sie auf einem
hoéheren oder tieferen Niveau auch abgelehnt wird.

Seien X, Y Zufallsvariablen mit gemeinsamer Dichte fx y. Welche
Aussage ist korrekt?

[J Die ZV X, Y sind nicht notwendigerweise stetig, dies hangt von
fX7y ab.

v' Die ZV X, Y sind immer stetig.

Wir betrachten die gemeinsame Verteilung von zwei diskreten Zu-
fallsvariablen X, Y. Welche Aussagen sind korrekt?

O Aus den einzelnen Gewichtsfunktionen kann man immer die
gemeinsame Gewichtsfunktion berechnen.

O Aus den einzelnen Gewichtsfunktionen und Cov(X,Y’) kann man
immer die gemeinsame Gewichtsfunktion berechnen.

v' Aus der gemeinsamen Gewichtsfunktion kann man immer die
einzelnen Gewichtsfunktionen berechnen.

Seien (X;)7_; uiv. ~ N(0,1). Welche Aussagen sind korrekt?
O XPe KR

FX e Xn)?

(X144 Xn)? ~

v
Od
V' X?+ X3 ~ Exp(1/2)

Es gilt P[X > t+ s|X > s] = P[X > t] fiir alle ¢, s > 0, falls
0 X ~ U(la,b])
O X ~ Poisson(\)

v X ~ Exp(X) (Gedéachtnislosigkeit)

Wenn das Signifikanzniveau « eines Tests kleiner wird, dann:

O Wird der Verwerfungsbereich fiir die Nullhypothese grofier.
[0 Wird die Macht des Tests grofier.
v' Wird die Wahrscheinlichkeit fiir den Fehler 2. Art grofler.

Seien X, Y unabhéngig und log-normalverteilt, d.h. In X, InY sind
normalverteilt. Welche Aussage ist korrekt?

v XY ist log-normalverteilt.
0O XY ist normalverteilt.

0O eX+Y ist normalverteilt.

Sei X ~ N(0,1) und Y ~ UJ[0,1] ZV mit Cov(X,Y) = 0. Welche
Aussage ist korrekt?

O X, Y unabhéngig sind.
v E[XY]=0

O Keine der beiden anderen Aussagen ist wahr.

Sei (X;)1 ; uiv. ~ N(0,1). Sei X = 1 3°" | X;. Dann gilt:

o x5 0 in Wahrscheinlichkeit.

n—oo

0 X "Z5° i P-fastsicher.

v' Im Allgemeinen sind 1. und 2. falsch.

Falls zu einem gegebenen Test diegHypothese auf dem 2.5

Aufgabe: Um die Anzahl Fische N in einem See zu bestimmen, gehen
wir wie folgt vor: Zuerst werden 500 Fische gefangen und markiert.
Danach werden wieder 200 Fische gefangen und die Anzahl X der
markierten Fische gezahlt.

1. X ~ Bin(n,0), wie groB ist n? Wie grofl ist 6, wenn die
Gesamtzahl der Fische N = 2000 ist?

N . . : _ 500 _ 1
n = 200, da wir 200 Fische herausziehen. 6 = 2000 = 1

2. Die Beobachtung gibt einen Wert fiir X von 40. Gib eine
Schatzung fiir € und eine Schatzung fir N ab.
Wir schéitzen 0 mit T = %, der realisierte Schatzwert ist also

500

j_ 40 _
0= N

%. Wenn wir nun 6 =

300 nach N auflésen, erhalten
wir N = 2500.

3. Bestimme ein approximatives Konfidenzintervall fiir § mit a =
0.05.

T =X —nb, \/nb(1 —0) ~ /nb.

Aus dem zentralen Grenzwertsatz folgt daher

T
Py |—1.96 < —— < 1.96| > 0.95.
[y <10
Unter Verwendung von 6(1 — 0) < %
tives Vertrauensintervall fiir 6 von:

NI VO —0)]
{T - I.QBW,T—F 1.96\/%] = [0.13,0.27].

ergibt sich ein approxima-



5 Diskrete Verteilungen 7.1 Ableitungen . . . . .
Verteilmg | Parameter EX] Var(X) px(t) Fx(t) F(x; f(x) f/(x) 3t : ’ l
Hleichverteilung | n: Anzahl Ereignisse | 237 | 137 a2 — L (X7 2,)° 1 RN — z T z .
e |5 M | £E | R 0 ‘ (@ = Le we (z+1e ‘ — sin  — cos — tan ‘
Bernoulli p: BrfolgsWK P p-(1-p) P —p)t 1T-pfir0<t<l Tz " . %
Binomial S Versuche " me(l =) Gr-prt | T (- ;gill 24 ‘ ‘ -:.71 2r
Geometrisch | pr BrolWVK 1 El p1—p) (g a+1 X (azé -1) a}; z
t: Anzal ‘ersuche xT x xT H
Negariv Binomial | 7 > 0 Eeboge bis | 2 . (20 =p)'? | Foimomiai(tin =t +1.p) En(a) ¢ a ka"* In(a) 1 :
F i In [z| z o | /
Hypergeometrisch “\‘m‘Arumm aller Ele- nil ndl (140 X=m (‘,‘)((‘XJ:“"J t (;’)(( tj:':’) %xs/ 2 ﬁ 2% 0 9
3‘/<< N [}]\x{,;] n . _ COS(.Z‘) sin(xg COS(Z‘)
e 1 o Stiek Lj(;) sin(zx) cos(x) —1t
Poisson A | Brvartungsrt X A Ao » ) Sirll(x) COS(Z‘) — Sin(aj)
1 _ 1 . . 2 .
6 Stetige Verteilungen 5 (z — 5 sin(2z)) sin (ac% 2 sm(ac)Qcos(x) ol
i — o e - e tan(z) — x tan(z)2 2 sec(x) tan(z)2
Glovertang | faf: e ED g Em = —cot(z) —x cot(x) —2 cot(z) csc(z)
P ——— f - T %(x + % sin(2z)) cos?(x) -2 sin(ai) cos(z) -3t
Normalveteling . - ~ —1In | cos(z)| tan(x) cos?(x) -2n -1n on in
-Verteilung n 2n T ts0 Gamma(3, L) 1+ tan? (:E) S ti
S BT e cosh(z) sinh(x) cosh(z) onstiges
- - o 70 0270l W log(cosh(z)) tanh(z) —1 /P2 doe
t-Verteilung n: Freiheits- | 0 fiir n > 1 sonst undef. {? ]’z:gz e oof . COSh21(I) 2 _|_ b _|_ — 0 = — m
gad ancef,_sonst A In | sin(z)| cot(z) — ax rTe= r= 2
sin?(z) a
7 Tabellen 1. ecx et c-ec® E=0
Ableitung, Integration z(ln|z| — 1) In |z| 1 =n. ————
s gilt: l(h’l(.’ﬂ))2 In(x) l—lr;(:c)
2 T oo
e Summenregel (f(z) + g())’ = f'(z) + ¢'(x) = (In o] — 1) log, | i S - o <
k=0 N
* Produktregel (f(z) - g(x))' = f'(z) - g(z) + f(2) - ' (x) F(x) £(x)
n
1— qn+1
/ ’ ’ . 1/—1 k_ -9
e Quotientenregel <£Ez;) _ f (ac)»g(z){(gf)(x)»g @) wenn 9(@) # arcsin(z)/ arccos(z) — I;q —q for g#1
0 arctan(x) ﬁ B
n
; 2 i n
o Kettenresel N = £(a(z) - o (z zarcsin(z) + V1 —x arcsin(z) T4 y)" = < )mn—k k
gel (f(g(=))) F'lg() - g'(z) xarccos(x) — V1 — 22 arccos(z) ( v) kZ:O k Y
_ 1 2 =i
e Partielle Integration ff fl(x) - g(x) de = [f(z) - g(x)]2 — xarctariglgc()COSh(;r)x)(l +a?%) atr;rtl?l?g)
f: f(x) ¢ (z) dz z® (z > 0) x® - 81 +Inz)
f(z)9@) e9(@)in(f(z))
e Substitution fw( ) f(z) de = f Flo(®) - @' (t) dt f(z) = cosl(a) fl@)" = sin(:(: +n3)
fz) = axtb )" 1
b b —1)"xa™ xn!* (az +b)""
L] a+C7b+C€I: fa f(t+C) dt:faj:ccf('r) dx 71H(COS(I)) ( ) tan S
In(sin(z)) COt( )
1
e Logarithmus f f(z) =log(|f(x)]) In(tan(3)) sin(x)
1
- ~ In tan(% + g) cos(x)
Beispiel: Substitution f(x) F(x)
. . [T @)
cos(z”)2x dz u=ux
/ (=) I fﬂ(;)) d In |£(2)|
2
du  da? I e da VT
cos(u)du —=—=2z e
./ () dx dzx J(az +b)" dx 7a<n1+1) (az 4 b)"+1
L (aac+b)"+2 b(aac-&-b)”Jrl
J(az +b)" dz (n2)a? = (niT)a?
J(az? + by do e
J(azP +b)"lzP~ldz L 1n |axP + b|
J aztb g oz _ ad 8¢ In |z + d|
cm+d c
f 2+a2 dx l arctan =
f x21a2 d:B 1 1 +
2
JVa? +22dz Qf(x)—l-“ In(x + f(x))
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